
ÐÃÐ �3 Ãðóïïà �212 Âàðèàíò �1

1) Ïîñòðîèòü íà ïëîñêîñòè Oxy îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ çàäàííîãî èíòåãðàëà:
4∫
0

dx
7−x∫
x
2 +1

dy

Èçìåíèòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ è âû÷èñëèòü ïëîùàäü îáëàñòè ïðè çàäàííîì
è èçìåíåííîì ïîðÿäêàõ èíòåãðèðîâàíèÿ.
2) Âû÷èñëèòü îáú¼ì òåëà, îãðàíè÷åííîãî äàííûìè ïîâåðõíîñòÿìè :
z = 2x , x = 0 , y = 0 , z = 0 , y =

√
9− x2

Èçîáðàçèòü íà ÷åðòåæå äàííîå òåëî è îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ.
3) Íàéòè öåíòð òÿæåñòè îäíîðîäíîé ïëîñêîé ïëàñòèíû , îãðàíè÷åííîé
óêàçàííûìè ëèíèÿìè:
y = x2 , y + x2 = 0 , x = 1 , x = 0
4) Íàéòè ìîìåíòû èíåpöèè Jx , Jy äëÿ îäíîpîäíîé ïëîñêîé ïëàñòèíû
(ïëîòíîñòü ð=5) , îãpàíè÷åííîé óêàçàííûìè ëèíèÿìè :
x + y = 0 , y + 1 = 0 , x = 2
5) Íàéòè ìàññó òåëà, îãðàíè÷åííîãî ïîâåðõíîñòÿìè 3x + 3y = 2, z = 1 + x2 + y2,
x = 0, y = 0, z = 0, åñëè ïëîòíîñòü p = 1

1+x2+y2

6) Â êàæäîé òî÷êå ëèíèè L íà ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó åäèíè÷íîé ìàññû äåéñòâóåò
ñèëà ~F = (P (x, y), Q(x, y)). Âû÷èñëèòü ðàáîòó, ñîâåðøàåìóþ ýòîé ñèëîé ïðè
äâèæåíèè òî÷êè ïî ëèíèè L èç ò.A â ò.B ., åñëè P = xy ; Q = y − x ; L: x = y2 ;
A(0, 0),B(1, 1).
7) Íàéòè grad U, div ~a, rot ~a, à òàêæå rot grad U â òî÷êå (3,−1, 1) äëÿ ñêàëÿðíîãî
ïîëÿ U è âåêòîðíîãî ïîëÿ ~a ,åñëè

U = x2 − arctg (y + z), ~a = (x + z, xz + y, xy − 2)

8) Ïî ôîðìóëå Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî âû÷èñëèòü ïîòîê âåêòîðà
~a ÷åðåç ïîâåðõíîñòü ïèðàìèäû ABCD , åñëè ~a = (x + z, 0, z +
y), A(0, 0, 1), B(0, 0, 0), C(2, 0, 1), D(0, 3, 1).
9) Ïî ôîðìóëå Ñòîêñà âû÷èñëèòü öèðêóëÿöèþ âåêòîðà ~a ïî òðåóãîëüíèêó ABC
,åñëè

~a = (−2z,−x, x2), A(0, 0, 0), B(1, 0, 1), C(1,−1, 1)

ÐÃÐ �3 Ãðóïïà �212 Âàðèàíò �2

1) Ïîñòðîèòü íà ïëîñêîñòè Oxy îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ çàäàííîãî èíòåãðàëà:
1∫
0

dx

√
x∫

x3

dy

Èçìåíèòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ è âû÷èñëèòü ïëîùàäü îáëàñòè ïðè çàäàííîì
è èçìåíåííîì ïîðÿäêàõ èíòåãðèðîâàíèÿ.
2) Âû÷èñëèòü îáú¼ì òåëà, îãðàíè÷åííîãî äàííûìè ïîâåðõíîñòÿìè :
z =

√
y , x = 1 , y = x , z = 0

Èçîáðàçèòü íà ÷åðòåæå äàííîå òåëî è îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ.
3) Íàéòè öåíòð òÿæåñòè îäíîðîäíîé ïëîñêîé ïëàñòèíû, îãðàíè÷åííîé
óêàçàííûìè ëèíèÿìè:
y = − 3

√
x , y = 3

√
x , x = 1 , x = 0

4) Íàéòè ìîìåíòû èíåpöèè Jx , Jy äëÿ îäíîpîäíîé ïëîñêîé ïëàñòèíû
(ïëîòíîñòü ð=5) , îãpàíè÷åííîé óêàçàííûìè ëèíèÿìè :
x = 2y , y = 1 , x = 0
5) Íàéòè ìàññó òåëà, îãðàíè÷åííîãî ïîâåðõíîñòÿìè x + y = 2, z = x2 + y2,
x = 0, y = 0, z = 0, åñëè ïëîòíîñòü p = x.
6) Â êàæäîé òî÷êå ëèíèè L íà ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó åäèíè÷íîé ìàññû äåéñòâóåò
ñèëà ~F = (P (x, y), Q(x, y)). Âû÷èñëèòü ðàáîòó, ñîâåðøàåìóþ ýòîé ñèëîé ïðè
äâèæåíèè òî÷êè ïî ëèíèè L èç ò.A â ò.B ., åñëè P = xy ; Q = y − x ; L: y = x ;
A(0, 0),B(1, 1).
7) Íàéòè grad U, div ~a, rot ~a, à òàêæå rot grad U â òî÷êå (2,−1, 1) äëÿ ñêàëÿðíîãî
ïîëÿ U è âåêòîðíîãî ïîëÿ ~a ,åñëè

U = xy − x

z
, ~a = (5x− 6y, x2 + 2y, x2 − 4z)

8) Ïî ôîðìóëå Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî âû÷èñëèòü ïîòîê
âåêòîðà ~a ÷åðåç ïîâåðõíîñòü ïèðàìèäû ABCD , åñëè ~a =
(4x,−2y,−z), A(0, 0, 0), B(−1, 0, 2), C(0, 0, 2), D(0,−1, 2).
9) Ïî ôîðìóëå Ñòîêñà âû÷èñëèòü öèðêóëÿöèþ âåêòîðà ~a ïî òðåóãîëüíèêó ABC
,åñëè

~a = (y − z, z − x, x− y), A(0, 0,−1), B(−3, 0, 0), C(0,−2, 0)
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ÐÃÐ �3 Ãðóïïà �212 Âàðèàíò �3

1) Ïîñòðîèòü íà ïëîñêîñòè Oxy îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ çàäàííîãî èíòåãðàëà:
2∫
0

dx
3−x∫
0

dy

Èçìåíèòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ è âû÷èñëèòü ïëîùàäü îáëàñòè ïðè çàäàííîì
è èçìåíåííîì ïîðÿäêàõ èíòåãðèðîâàíèÿ.
2) Âû÷èñëèòü îáú¼ì òåëà, îãðàíè÷åííîãî äàííûìè ïîâåðõíîñòÿìè :
z = y2 , x2 + y2 = 16 , z = 0
Èçîáðàçèòü íà ÷åðòåæå äàííîå òåëî è îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ.
3) Íàéòè öåíòð òÿæåñòè îäíîðîäíîé ïëîñêîé ïëàñòèíû , îãðàíè÷åííîé
óêàçàííûìè ëèíèÿìè:
y = x , x + y = 0 , x = 1 , x = 0
4) Íàéòè ìîìåíòû èíåpöèè Jx , Jy äëÿ îäíîpîäíîé ïëîñêîé ïëàñòèíû
(ïëîòíîñòü ð=5) , îãpàíè÷åííîé óêàçàííûìè ëèíèÿìè :
x + y = 0 , y = 1 , x = 0
5) Íàéòè ìàññó òåëà, îãðàíè÷åííîãî ïîâåðõíîñòÿìè x2 + y2 = z2, z = 1, åñëè
ïëîòíîñòü p = z.
6) Â êàæäîé òî÷êå ëèíèè L íà ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó åäèíè÷íîé ìàññû äåéñòâóåò
ñèëà ~F = (P (x, y), Q(x, y)). Âû÷èñëèòü ðàáîòó, ñîâåðøàåìóþ ýòîé ñèëîé ïðè
äâèæåíèè òî÷êè ïî ëèíèè L èç ò.A â ò.B ., åñëè P = xy ; Q = x + y ; L: y = x2 ;
A(0, 0) ,B(1, 1).
7) Íàéòè grad U, div ~a, rot ~a, à òàêæå rot grad U â òî÷êå (0, 1, 1) äëÿ ñêàëÿðíîãî
ïîëÿ U è âåêòîðíîãî ïîëÿ ~a ,åñëè

U = 2
√

x + z + y arcsin x, ~a = (8xy, zx− 4y, ex − z)

8) Ïî ôîðìóëå Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî âû÷èñëèòü ïîòîê âåêòîðà
~a ÷åðåç ïîâåðõíîñòü ïèðàìèäû ABCD , åñëè ~a = (z + y, x −
z, z), A(0, 0, 0), B(1, 0, 1), C(0, 0, 1), D(0,−1, 1).
9) Ïî ôîðìóëå Ñòîêñà âû÷èñëèòü öèðêóëÿöèþ âåêòîðà ~a ïî òðåóãîëüíèêó ABC
,åñëè

~a = (2y,−3x, x), A(0, 0, 3), B(−2, 0, 0), C(0,−1, 0)

ÐÃÐ �3 Ãðóïïà �212 Âàðèàíò �4

1) Ïîñòðîèòü íà ïëîñêîñòè Oxy îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ çàäàííîãî èíòåãðàëà:
1∫
0

dx
x2∫
−x2

dy

Èçìåíèòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ è âû÷èñëèòü ïëîùàäü îáëàñòè ïðè çàäàííîì
è èçìåíåííîì ïîðÿäêàõ èíòåãðèðîâàíèÿ.
2) Âû÷èñëèòü îáú¼ì òåëà, îãðàíè÷åííîãî äàííûìè ïîâåðõíîñòÿìè :
z = 2− y , y = x2 , z = 0
Èçîáðàçèòü íà ÷åðòåæå äàííîå òåëî è îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ.
3) Íàéòè öåíòð òÿæåñòè îäíîðîäíîé ïëîñêîé ïëàñòèíû , îãðàíè÷åííîé
óêàçàííûìè ëèíèÿìè:
y + 3

√
x = 0 , y = 3

√
x , y = 1

4) Íàéòè ìîìåíòû èíåpöèè Jx , Jy äëÿ îäíîpîäíîé ïëîñêîé ïëàñòèíû
(ïëîòíîñòü ð=5) , îãpàíè÷åííîé óêàçàííûìè ëèíèÿìè :
y = 2x , y = 0 , x = 1
5) Íàéòè ìàññó òåëà, îãðàíè÷åííîãî ïîâåðõíîñòÿìè z = 0, x2 + y2 = 1, z = 4
,åñëè ïëîòíîñòü p = 4− z.
6) Â êàæäîé òî÷êå ëèíèè L íà ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó åäèíè÷íîé ìàññû äåéñòâóåò
ñèëà ~F = (P (x, y), Q(x, y)). Âû÷èñëèòü ðàáîòó, ñîâåðøàåìóþ ýòîé ñèëîé ïðè
äâèæåíèè òî÷êè ïî ëèíèè L èç ò.A â ò.B ., åñëè P = 2xy ; Q = x2 ; L: y = x ;
A(0, 0),B(1, 1).
7) Íàéòè grad U, div ~a, rot ~a, à òàêæå rot grad U â òî÷êå (0, 1, 1) äëÿ ñêàëÿðíîãî
ïîëÿ U è âåêòîðíîãî ïîëÿ ~a ,åñëè

U = 2
√

x + z + y arcsin x, ~a = (8xy, zx− 4y, ex − z)

8) Ïî ôîðìóëå Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî âû÷èñëèòü ïîòîê âåêòîðà
~a ÷åðåç ïîâåðõíîñòü ïèðàìèäû ABCD , åñëè ~a = (y +
2z,−x, 3x), A(0, 0, 0), B(1, 0, 2), C(0, 0, 2), D(0, 1, 2).
9) Ïî ôîðìóëå Ñòîêñà âû÷èñëèòü öèðêóëÿöèþ âåêòîðà ~a ïî òðåóãîëüíèêó ABC
,åñëè

~a = (−x2y3, 4, x), A(0, 0, 0), B(1, 0, 2), C(1, 1, 2)
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ÐÃÐ �3 Ãðóïïà �212 Âàðèàíò �5

1) Ïîñòðîèòü íà ïëîñêîñòè Oxy îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ çàäàííîãî èíòåãðàëà:
0∫
−3

dx
9−x2∫
3x+9

dy

Èçìåíèòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ è âû÷èñëèòü ïëîùàäü îáëàñòè ïðè çàäàííîì
è èçìåíåííîì ïîðÿäêàõ èíòåãðèðîâàíèÿ.
2) Âû÷èñëèòü îáú¼ì òåëà, îãðàíè÷åííîãî äàííûìè ïîâåðõíîñòÿìè :
z = x2 , y = 0 , z = 0 , 3x + 2y = 6
Èçîáðàçèòü íà ÷åðòåæå äàííîå òåëî è îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ.
3) Íàéòè öåíòð òÿæåñòè îäíîðîäíîé ïëîñêîé ïëàñòèíû , îãðàíè÷åííîé
óêàçàííûìè ëèíèÿìè:
x = y2 , x = 1
4) Íàéòè ìîìåíòû èíåpöèè Jx , Jy äëÿ îäíîpîäíîé ïëîñêîé ïëàñòèíû
(ïëîòíîñòü ð=5) , îãpàíè÷åííîé óêàçàííûìè ëèíèÿìè :
y + x2 = 0 , x + 1 = 0 , y = 0
5) Íàéòè ìàññó òåëà, îãðàíè÷åííîãî ïîâåðõíîñòÿìè 2y + 3z = 6, x = 0, x = 1,
y = 0, z = 0, åñëè ïëîòíîñòü p = x2.
6) Â êàæäîé òî÷êå ëèíèè L íà ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó åäèíè÷íîé ìàññû äåéñòâóåò
ñèëà ~F = (P (x, y), Q(x, y)). Âû÷èñëèòü ðàáîòó, ñîâåðøàåìóþ ýòîé ñèëîé ïðè
äâèæåíèè òî÷êè ïî ëèíèè L èç ò.A â ò.B ., åñëè P = x + y ; Q = 2x ; L: x = cos t,
y = sin t ; A(1, 0),B(−1, 0).
7) Íàéòè grad U, div ~a, rot ~a, à òàêæå rot grad U â òî÷êå (1,−2, 0) äëÿ ñêàëÿðíîãî
ïîëÿ U è âåêòîðíîãî ïîëÿ ~a ,åñëè

U = ln (1 + x2 + y2)−
√

x2 + z2, ~a = (y − z, yx2, zy3)

8) Ïî ôîðìóëå Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî âû÷èñëèòü ïîòîê
âåêòîðà ~a ÷åðåç ïîâåðõíîñòü ïèðàìèäû ABCD , åñëè ~a =
(2x, 0, z), A(0, 0,−1), B(−3, 0,−1), C(0, 0, 0), D(0,−3,−1).
9) Ïî ôîðìóëå Ñòîêñà âû÷èñëèòü öèðêóëÿöèþ âåêòîðà~a ïî òðåóãîëüíèêó ABC
,åñëè

~a = (z, y2,−x), A(0, 0, 1), B(−2, 0, 0), C(0, 3, 0)

ÐÃÐ �3 Ãðóïïà �212 Âàðèàíò �6

1) Ïîñòðîèòü íà ïëîñêîñòè Oxy îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ çàäàííîãî èíòåãðàëà:
2∫
0

dx
4x−x2∫

2x

dy

Èçìåíèòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ è âû÷èñëèòü ïëîùàäü îáëàñòè ïðè çàäàííîì
è èçìåíåííîì ïîðÿäêàõ èíòåãðèðîâàíèÿ.
2) Âû÷èñëèòü îáú¼ì òåëà, îãðàíè÷åííîãî äàííûìè ïîâåðõíîñòÿìè :
z = y2 , x = 1 , y = 2x , z = 0
Èçîáðàçèòü íà ÷åðòåæå äàííîå òåëî è îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ.
3) Íàéòè öåíòð òÿæåñòè îäíîðîäíîé ïëîñêîé ïëàñòèíû , îãðàíè÷åííîé
óêàçàííûìè ëèíèÿìè:
y =

√
x , x + y2 = 0 , y = 1

4) Íàéòè ìîìåíòû èíåpöèè Jx , Jy äëÿ îäíîpîäíîé ïëîñêîé ïëàñòèíû
(ïëîòíîñòü ð=5) , îãpàíè÷åííîé óêàçàííûìè ëèíèÿìè :
x + y = 0 , x + 2 = 0 , y = 1
5) Íàéòè ìàññó òåëà, îãðàíè÷åííîãî ïîâåðõíîñòÿìè x2 + y2 = 4z2, z = 1, åñëè
ïëîòíîñòü p = z.
6) Â êàæäîé òî÷êå ëèíèè L íà ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó åäèíè÷íîé ìàññû äåéñòâóåò
ñèëà ~F = (P (x, y), Q(x, y)). Âû÷èñëèòü ðàáîòó, ñîâåðøàåìóþ ýòîé ñèëîé ïðè
äâèæåíèè òî÷êè ïî ëèíèè L èç ò.A â ò.B ., åñëè P = xy ; Q = x + y ; L: y = x ;
A(0, 0) ,B(1, 1).
7) Íàéòè grad U, div ~a, rot ~a, à òàêæå rot grad U â òî÷êå (0, 1, 0) äëÿ ñêàëÿðíîãî
ïîëÿ U è âåêòîðíîãî ïîëÿ ~a ,åñëè

U = y(ln (1 + x2)− arctg z), ~a = (2x + ey, xz − y,
√

1 + x2)

8) Ïî ôîðìóëå Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî âû÷èñëèòü ïîòîê
âåêòîðà ~a ÷åðåç ïîâåðõíîñòü ïèðàìèäû ABCD , åñëè ~a =
(2x, 2y, z), A(0, 0,−1), B(3, 0,−1), C(0, 3,−1), D(0, 0, 0).
9) Ïî ôîðìóëå Ñòîêñà âû÷èñëèòü öèðêóëÿöèþ âåêòîðà ~a ïî òðåóãîëüíèêó ABC
,åñëè

~a = (x,−3z2, y), A(0, 0, 0), B(1, 0, 1), C(1, 1, 1)
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ÐÃÐ �3 Ãðóïïà �212 Âàðèàíò �7

1) Ïîñòðîèòü íà ïëîñêîñòè Oxy îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ çàäàííîãî èíòåãðàëà:
3∫
0

dx

√
4−x∫
0

dy

Èçìåíèòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ è âû÷èñëèòü ïëîùàäü îáëàñòè ïðè çàäàííîì
è èçìåíåííîì ïîðÿäêàõ èíòåãðèðîâàíèÿ.
2) Âû÷èñëèòü îáú¼ì òåëà, îãðàíè÷åííîãî äàííûìè ïîâåðõíîñòÿìè :
z = x2 + y2 , x = 0 , y = 0 , z = 0 , x + y = 4
Èçîáðàçèòü íà ÷åðòåæå äàííîå òåëî è îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ.
3) Íàéòè öåíòð òÿæåñòè îäíîðîäíîé ïëîñêîé ïëàñòèíû , îãðàíè÷åííîé
óêàçàííûìè ëèíèÿìè:
y = 2x , y + 2x = 0 , y = 2
4) Íàéòè ìîìåíòû èíåpöèè Jx , Jy äëÿ îäíîpîäíîé ïëîñêîé ïëàñòèíû
(ïëîòíîñòü ð=5) , îãpàíè÷åííîé óêàçàííûìè ëèíèÿìè :
y = x , x + 1 = 0 , y = 0
5) Íàéòè ìàññó òåëà, îãðàíè÷åííîãî ïîâåðõíîñòÿìè z = x2 + y2 + 1, 2x + 2y = 3,
x = 0, y = 0, z = 0, åñëè ïëîòíîñòü p = 1

1+x2+y2 .
6) Â êàæäîé òî÷êå ëèíèè L íà ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó åäèíè÷íîé ìàññû äåéñòâóåò
ñèëà ~F = (P (x, y), Q(x, y)). Âû÷èñëèòü ðàáîòó, ñîâåðøàåìóþ ýòîé ñèëîé ïðè
äâèæåíèè òî÷êè ïî ëèíèè L èç ò.A â ò.B ., åñëè P = −y2 ; Q = xy ; L: x = cos t,
y = sin t ; A(1, 0),B(0, 1) .
7) Íàéòè grad U, div ~a, rot ~a, à òàêæå rot grad U â òî÷êå (−1, 1, 2) äëÿ ñêàëÿðíîãî
ïîëÿ U è âåêòîðíîãî ïîëÿ ~a ,åñëè

U = ln(x2 + y2) + xyz, ~a = (3yz − x, x2 − y, 6z − 1)

8) Ïî ôîðìóëå Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî âû÷èñëèòü ïîòîê
âåêòîðà ~a ÷åðåç ïîâåðõíîñòü ïèðàìèäû ABCD , åñëè ~a =
(x, z,−y), A(−2, 0, 2), B(0, 0, 2), C(0, 0, 0), D(0, 1, 2).
9) Ïî ôîðìóëå Ñòîêñà âû÷èñëèòü öèðêóëÿöèþ âåêòîðà ~a ïî òðåóãîëüíèêó ABC
,åñëè

~a = (y − z, z − x, x− y), A(0, 0, 0), B(−1, 0,−1), C(−1,−1,−1)

ÐÃÐ �3 Ãðóïïà �212 Âàðèàíò �8

1) Ïîñòðîèòü íà ïëîñêîñòè Oxy îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ çàäàííîãî èíòåãðàëà:
1∫
0

dx
x2+1∫
0

dy

Èçìåíèòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ è âû÷èñëèòü ïëîùàäü îáëàñòè ïðè çàäàííîì
è èçìåíåííîì ïîðÿäêàõ èíòåãðèðîâàíèÿ.
2) Âû÷èñëèòü îáú¼ì òåëà, îãðàíè÷åííîãî äàííûìè ïîâåðõíîñòÿìè :
z = x2 + y2 , y = 1 , y = x2 , z = 0
Èçîáðàçèòü íà ÷åðòåæå äàííîå òåëî è îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ.
3) Íàéòè öåíòð òÿæåñòè îäíîðîäíîé ïëîñêîé ïëàñòèíû , îãðàíè÷åííîé
óêàçàííûìè ëèíèÿìè:
x = y4 , x = 1
4) Íàéòè ìîìåíòû èíåpöèè Jx , Jy äëÿ îäíîpîäíîé ïëîñêîé ïëàñòèíû
(ïëîòíîñòü ð=5) , îãpàíè÷åííîé óêàçàííûìè ëèíèÿìè :
y = x , x + 2 = 0 , y + 1 = 0
5) Íàéòè ìàññó òåëà, îãðàíè÷åííîãî ïîâåðõíîñòÿìè 2y + 3z = 6, x = 0, x = 1,
y = 0, z = 0, åñëè ïëîòíîñòü p = x2.
6) Â êàæäîé òî÷êå ëèíèè L íà ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó åäèíè÷íîé ìàññû äåéñòâóåò
ñèëà ~F = (P (x, y), Q(x, y)). Âû÷èñëèòü ðàáîòó, ñîâåðøàåìóþ ýòîé ñèëîé ïðè
äâèæåíèè òî÷êè ïî ëèíèè L èç ò.A â ò.B ., åñëè P = xy2 ; Q = yx2 ; L: ïpÿìàÿ ;
A(0, 0),B(2, 2).
7) Íàéòè grad U, div ~a, rot ~a, à òàêæå rot grad U â òî÷êå (−1, 0.5, 4) äëÿ
ñêàëÿðíîãî ïîëÿ U è âåêòîðíîãî ïîëÿ ~a ,åñëè

U = x2y2z − ln (z − 1), ~a = (2yz, xz + 2y, x2)

8) Ïî ôîðìóëå Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî âû÷èñëèòü ïîòîê
âåêòîðà ~a ÷åðåç ïîâåðõíîñòü ïèðàìèäû ABCD , åñëè ~a =
(y, 5y, z), A(0, 0, 1), B(3, 0, 0), C(0,−2, 0), D(0, 0, 0).
9) Ïî ôîðìóëå Ñòîêñà âû÷èñëèòü öèðêóëÿöèþ âåêòîðà ~a ïî òðåóãîëüíèêó ABC
,åñëè

~a = (x,−z2, y), A(0, 0, 0), B(−1, 0,−1), C(−1, 1,−1)
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ÐÃÐ �3 Ãðóïïà �212 Âàðèàíò �9

1) Ïîñòðîèòü íà ïëîñêîñòè Oxy îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ çàäàííîãî èíòåãðàëà:
1∫
0

dx
x∫
−x

dy

Èçìåíèòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ è âû÷èñëèòü ïëîùàäü îáëàñòè ïðè çàäàííîì
è èçìåíåííîì ïîðÿäêàõ èíòåãðèðîâàíèÿ.
2) Âû÷èñëèòü îáú¼ì òåëà, îãðàíè÷åííîãî äàííûìè ïîâåðõíîñòÿìè :
z = 4− x− y , x = 0 , y = 0 , z = 0 , x + y < 2
Èçîáðàçèòü íà ÷åðòåæå äàííîå òåëî è îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ.
3) Íàéòè öåíòð òÿæåñòè îäíîðîäíîé ïëîñêîé ïëàñòèíû , îãðàíè÷åííîé
óêàçàííûìè ëèíèÿìè:
x = y2 , x = 1
4) Íàéòè ìîìåíòû èíåpöèè Jx , Jy äëÿ îäíîpîäíîé ïëîñêîé ïëàñòèíû
(ïëîòíîñòü ð=5) , îãpàíè÷åííîé óêàçàííûìè ëèíèÿìè :
y = x2 , y = 0 , x = 2
5) Íàéòè ìàññó òåëà, îãðàíè÷åííîãî ïîâåðõíîñòÿìè z = 4 − x2, y = 0, y = 1,
z = 0, åñëè ïëîòíîñòü p = y2.
6) Â êàæäîé òî÷êå ëèíèè L íà ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó åäèíè÷íîé ìàññû äåéñòâóåò
ñèëà ~F = (P (x, y), Q(x, y)). Âû÷èñëèòü ðàáîòó, ñîâåðøàåìóþ ýòîé ñèëîé ïðè
äâèæåíèè òî÷êè ïî ëèíèè L èç ò.A â ò.B ., åñëè P = −y2 ; Q = xy ; L: x = cos t,
y = sin t ; A(1, 0),B(0, 1) .
7) Íàéòè grad U, div ~a, rot ~a, à òàêæå rot grad U â òî÷êå (2, 2, 1.25) äëÿ ñêàëÿðíîãî
ïîëÿ U è âåêòîðíîãî ïîëÿ ~a ,åñëè

U = ln (2 + x2)− 4x, ~a = (2x,
y

x
, (z − x)2)

8) Ïî ôîðìóëå Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî âû÷èñëèòü ïîòîê âåêòîðà ~a ÷åðåç
ïîâåðõíîñòü ïèðàìèäû ABCD , åñëè ~a = (x + y + z, 2y − x, 3z +
y), A(0, 0,−1), B(−3, 0, 0), C(0, 0, 0), D(0,−2, 0).
9) Ïî ôîðìóëå Ñòîêñà âû÷èñëèòü öèðêóëÿöèþ âåêòîðà ~a ïî òðåóãîëüíèêó ABC
,åñëè

~a = (y − z, z − x, x− y), A(0, 0, 0), B(2, 0, 1), C(2, 2, 1)

ÐÃÐ �3 Ãðóïïà �212 Âàðèàíò �10

1) Ïîñòðîèòü íà ïëîñêîñòè Oxy îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ çàäàííîãî èíòåãðàëà:
3
4∫
0

dx
x∫

x2

dy

Èçìåíèòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ è âû÷èñëèòü ïëîùàäü îáëàñòè ïðè çàäàííîì
è èçìåíåííîì ïîðÿäêàõ èíòåãðèðîâàíèÿ.
2) Âû÷èñëèòü îáú¼ì òåëà, îãðàíè÷åííîãî äàííûìè ïîâåðõíîñòÿìè :
z = 1− x2 , x = 0 , y = 0 , z = 0 , x + y = 1
Èçîáðàçèòü íà ÷åðòåæå äàííîå òåëî è îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ.
3) Íàéòè öåíòð òÿæåñòè îäíîðîäíîé ïëîñêîé ïëàñòèíû , îãðàíè÷åííîé
óêàçàííûìè ëèíèÿìè:
y + x2 = 0 , y + 1 = 0
4) Íàéòè ìîìåíòû èíåpöèè Jx , Jy äëÿ îäíîpîäíîé ïëîñêîé ïëàñòèíû
(ïëîòíîñòü ð=5) , îãpàíè÷åííîé óêàçàííûìè ëèíèÿìè :
2x + y = 0 , y = 2 , x = 0
5) Íàéòè ìàññó òåëà, îãðàíè÷åííîãî ïîâåðõíîñòÿìè x2 = 3z, y = 3, x = 1, y = 0,
z = 0, åñëè ïëîòíîñòü p = x.
6) Â êàæäîé òî÷êå ëèíèè L íà ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó åäèíè÷íîé ìàññû äåéñòâóåò
ñèëà ~F = (P (x, y), Q(x, y)). Âû÷èñëèòü ðàáîòó, ñîâåðøàåìóþ ýòîé ñèëîé ïðè
äâèæåíèè òî÷êè ïî ëèíèè L èç ò.A â ò.B ., åñëè P = xy2 ; Q = yx2 ; L: ïpÿìàÿ ;
A(0, 0),B(2, 2).
7) Íàéòè grad U, div ~a, rot ~a, à òàêæå rot grad U â òî÷êå (4,−3, 0) äëÿ ñêàëÿðíîãî
ïîëÿ U è âåêòîðíîãî ïîëÿ ~a ,åñëè

U =
√

(x2 + y2 + z2)3, ~a = (x2z3, z + 3, y2)

8) Ïî ôîðìóëå Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî âû÷èñëèòü ïîòîê âåêòîðà ~a ÷åðåç
ïîâåðõíîñòü ïèðàìèäû ABCD , åñëè ~a = (2y − 15x, z − y, 3y −
x), A(0, 0, 2), B(−1, 0, 0), C(0, 3, 0), D(0, 0, 0).
9) Ïî ôîðìóëå Ñòîêñà âû÷èñëèòü öèðêóëÿöèþ âåêòîðà ~a ïî òðåóãîëüíèêó ABC
,åñëè

~a = (x,−2z2, y), A(0, 0, 0), B(1, 0, 2), C(1,−1, 2)
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ÐÃÐ �3 Ãðóïïà �212 Âàðèàíò �11

1) Ïîñòðîèòü íà ïëîñêîñòè Oxy îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ çàäàííîãî èíòåãðàëà:
1∫
0

dx
2−x∫
0

dy

Èçìåíèòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ è âû÷èñëèòü ïëîùàäü îáëàñòè ïðè çàäàííîì
è èçìåíåííîì ïîðÿäêàõ èíòåãðèðîâàíèÿ.
2) Âû÷èñëèòü îáú¼ì òåëà, îãðàíè÷åííîãî äàííûìè ïîâåðõíîñòÿìè :
z = 3y2 , x = 0 , y = 1 , z = 0 , x = 2
Èçîáðàçèòü íà ÷åðòåæå äàííîå òåëî è îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ.
3) Íàéòè öåíòð òÿæåñòè îäíîðîäíîé ïëîñêîé ïëàñòèíû , îãðàíè÷åííîé
óêàçàííûìè ëèíèÿìè:
y = x , x + y = 0 , x = −1
4) Íàéòè ìîìåíòû èíåpöèè Jx , Jy äëÿ îäíîpîäíîé ïëîñêîé ïëàñòèíû
(ïëîòíîñòü ð=5) , îãpàíè÷åííîé óêàçàííûìè ëèíèÿìè :
y = x2 , y = 0 , x = 1
5) Íàéòè ìàññó òåëà, îãðàíè÷åííîãî ïîâåðõíîñòÿìè z = 8, y2 = 8x, x = 2, z = 0,
åñëè ïëîòíîñòü p = x.
6) Â êàæäîé òî÷êå ëèíèè L íà ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó åäèíè÷íîé ìàññû äåéñòâóåò
ñèëà ~F = (P (x, y), Q(x, y)). Âû÷èñëèòü ðàáîòó, ñîâåðøàåìóþ ýòîé ñèëîé ïðè
äâèæåíèè òî÷êè ïî ëèíèè L èç ò.A â ò.B ., åñëè P = xy ; Q = x + y ; L: ëîìàíàÿ
y = 0,x = 1 ; A(0, 0),B(1, 1).
7) Íàéòè grad U, div ~a, rot ~a, à òàêæå rot grad U â òî÷êå (1, 2, π/2) äëÿ ñêàëÿðíîãî
ïîëÿ U è âåêòîðíîãî ïîëÿ ~a ,åñëè

U = 4 ln (3 + x2)− 8xyz, ~a = (ctg
z

x
,
√

2y, z3)

8) Ïî ôîðìóëå Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî âû÷èñëèòü ïîòîê âåêòîðà
~a ÷åðåç ïîâåðõíîñòü ïèðàìèäû ABCD , åñëè ~a = (y + 6x, x +
z, 4y), A(0, 0, 2), B(1, 0, 0), C(0, 0, 0), D(0,−3, 0).
9) Ïî ôîðìóëå Ñòîêñà âû÷èñëèòü öèðêóëÿöèþ âåêòîðà ~a ïî òðåóãîëüíèêó ABC
,åñëè

~a = (x, z2, y), A(0, 0,−1), B(2, 0, 0), C(0, 3, 0)

ÐÃÐ �3 Ãðóïïà �212 Âàðèàíò �12

1) Ïîñòðîèòü íà ïëîñêîñòè Oxy îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ çàäàííîãî èíòåãðàëà:
9∫
0

dx
x−4∫

x2
9 −4

dy

Èçìåíèòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ è âû÷èñëèòü ïëîùàäü îáëàñòè ïðè çàäàííîì
è èçìåíåííîì ïîðÿäêàõ èíòåãðèðîâàíèÿ.
2) Âû÷èñëèòü îáú¼ì òåëà, îãðàíè÷åííîãî äàííûìè ïîâåðõíîñòÿìè :
z = 2x2 + 3y2 , x = 0 , y = 0 , z = 0 , x + y = 1
Èçîáðàçèòü íà ÷åðòåæå äàííîå òåëî è îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ.
3) Íàéòè öåíòð òÿæåñòè îäíîðîäíîé ïëîñêîé ïëàñòèíû , îãðàíè÷åííîé
óêàçàííûìè ëèíèÿìè:
x + y2 = 0 , x + 1 = 0
4) Íàéòè ìîìåíòû èíåpöèè Jx , Jy äëÿ îäíîpîäíîé ïëîñêîé ïëàñòèíû
(ïëîòíîñòü ð=5) , îãpàíè÷åííîé óêàçàííûìè ëèíèÿìè :
y = 2x , x = 0 , y + 2 = 0
5) Íàéòè ìàññó òåëà, îãðàíè÷åííîãî ïîâåðõíîñòÿìè x = 1, 2y + 3z = 6,
x = 0, y = 0, z = 0, åñëè ïëîòíîñòü p = x2.
6) Â êàæäîé òî÷êå ëèíèè L íà ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó åäèíè÷íîé ìàññû äåéñòâóåò
ñèëà ~F = (P (x, y), Q(x, y)). Âû÷èñëèòü ðàáîòó, ñîâåðøàåìóþ ýòîé ñèëîé ïðè
äâèæåíèè òî÷êè ïî ëèíèè L èç ò.A â ò.B ., åñëè P = 3x2 + 4xy ; Q = 2x2 − 3y2 ;
L: ïpÿìàÿ ; A(0, 0),B(1, 1).
7) Íàéòè grad U, div ~a, rot ~a, à òàêæå rot grad U â òî÷êå (−0.5, 1.5, 0) äëÿ
ñêàëÿðíîãî ïîëÿ U è âåêòîðíîãî ïîëÿ ~a ,åñëè

U =
√

x2 + y2 − z, ~a = (tg yz, ln y, x2z3)

8) Ïî ôîðìóëå Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî âû÷èñëèòü ïîòîê âåêòîðà
~a ÷åðåç ïîâåðõíîñòü ïèðàìèäû ABCD , åñëè ~a = (z +
y, y,−x), A(0, 0, 1), B(0, 0, 0), C(2, 0, 1), D(0, 2, 1).
9) Ïî ôîðìóëå Ñòîêñà âû÷èñëèòü öèðêóëÿöèþ âåêòîðà ~a ïî òðåóãîëüíèêó ABC
,åñëè

~a = (3y,−3x, x), A(0, 0,−2), B(−3, 0, 0), C(0, 2, 0)
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ÐÃÐ �3 Ãðóïïà �212 Âàðèàíò �13

1) Ïîñòðîèòü íà ïëîñêîñòè Oxy îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ çàäàííîãî èíòåãðàëà:
4∫
0

dx

√
25−x2∫
0

dy

Èçìåíèòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ è âû÷èñëèòü ïëîùàäü îáëàñòè ïðè çàäàííîì
è èçìåíåííîì ïîðÿäêàõ èíòåãðèðîâàíèÿ.
2) Âû÷èñëèòü îáú¼ì òåëà, îãðàíè÷åííîãî äàííûìè ïîâåðõíîñòÿìè :
z = x + y , x = 0 , y = 0 , z = 0 , y =

√
1− x2

Èçîáðàçèòü íà ÷åðòåæå äàííîå òåëî è îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ.
3) Íàéòè öåíòð òÿæåñòè îäíîðîäíîé ïëîñêîé ïëàñòèíû , îãðàíè÷åííîé
óêàçàííûìè ëèíèÿìè:
y = x2 , y = 1
4) Íàéòè ìîìåíòû èíåpöèè Jx , Jy äëÿ îäíîpîäíîé ïëîñêîé ïëàñòèíû
(ïëîòíîñòü ð=5) , îãpàíè÷åííîé óêàçàííûìè ëèíèÿìè :
y + x2 = 0 , y = 0 , x = 1
5) Íàéòè ìàññó òåëà, îãðàíè÷åííîãî ïîâåðõíîñòÿìè x + y = 1, z = x2 + y2,
x = 0, y = 0, z = 0, åñëè ïëîòíîñòü p = y.
6) Â êàæäîé òî÷êå ëèíèè L íà ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó åäèíè÷íîé ìàññû äåéñòâóåò
ñèëà ~F = (P (x, y), Q(x, y)). Âû÷èñëèòü ðàáîòó, ñîâåðøàåìóþ ýòîé ñèëîé ïðè
äâèæåíèè òî÷êè ïî ëèíèè L èç ò.A â ò.B ., åñëè P = 2xy ; Q = x2 ; L: y = x3 ;
A(0, 0),B(1, 1).
7) Íàéòè grad U, div ~a, rot ~a, à òàêæå rot grad U â òî÷êå (2, 1,−1) äëÿ ñêàëÿðíîãî
ïîëÿ U è âåêòîðíîãî ïîëÿ ~a ,åñëè

U = x
√

y − (z + y)x2, ~a = (ln (x− y),
2
y
, xyz)

8) Ïî ôîðìóëå Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî âû÷èñëèòü ïîòîê
âåêòîðà ~a ÷åðåç ïîâåðõíîñòü ïèðàìèäû ABCD , åñëè ~a =
(3x,−y, 0), A(0, 0, 1), B(−2, 0, 1), C(0, 0, 0), D(0,−2, 1).
9) Ïî ôîðìóëå Ñòîêñà âû÷èñëèòü öèðêóëÿöèþ âåêòîðà ~a ïî òðåóãîëüíèêó ABC
,åñëè

~a = (6z,−x, xy), A(0, 0, 2), B(−1, 0, 0), C(0, 3, 0)

ÐÃÐ �3 Ãðóïïà �212 Âàðèàíò �14

1) Ïîñòðîèòü íà ïëîñêîñòè Oxy îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ çàäàííîãî èíòåãðàëà:
2∫
1

dx
x2∫
0

dy

Èçìåíèòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ è âû÷èñëèòü ïëîùàäü îáëàñòè ïðè çàäàííîì
è èçìåíåííîì ïîðÿäêàõ èíòåãðèðîâàíèÿ.
2) Âû÷èñëèòü îáú¼ì òåëà, îãðàíè÷åííîãî äàííûìè ïîâåðõíîñòÿìè :
z = y , x = y2

4 , y = x2

4 , z = 0
Èçîáðàçèòü íà ÷åðòåæå äàííîå òåëî è îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ.
3) Íàéòè öåíòð òÿæåñòè îäíîðîäíîé ïëîñêîé ïëàñòèíû , îãðàíè÷åííîé
óêàçàííûìè ëèíèÿìè:
y + x4 = 0 , y + 1 = 0
4) Íàéòè ìîìåíòû èíåpöèè Jx , Jy äëÿ îäíîpîäíîé ïëîñêîé ïëàñòèíû
(ïëîòíîñòü ð=5) , îãpàíè÷åííîé óêàçàííûìè ëèíèÿìè :
x + y = 0 , y + 1 = 0 , x = 0
5) Íàéòè ìàññó òåëà, îãðàíè÷åííîãî ïîâåðõíîñòÿìè z = 2, 4(x2 + y2) = z2, åñëè
ïëîòíîñòü p = z.
6) Â êàæäîé òî÷êå ëèíèè L íà ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó åäèíè÷íîé ìàññû äåéñòâóåò
ñèëà ~F = (P (x, y), Q(x, y)). Âû÷èñëèòü ðàáîòó, ñîâåðøàåìóþ ýòîé ñèëîé ïðè
äâèæåíèè òî÷êè ïî ëèíèè L èç ò.A â ò.B ., åñëè P = x ; Q = x+2y ; L: x = 3 cos t,
y = 2 sin t ; A(3, 0),B(−3, 0).
7) Íàéòè grad U, div ~a, rot ~a, à òàêæå rot grad U â òî÷êå (4, 4,−1) äëÿ ñêàëÿðíîãî
ïîëÿ U è âåêòîðíîãî ïîëÿ ~a ,åñëè

U =
√

xy +
√

9− z2, ~a = (2y − x, zx2, 2
√

xy)

8) Ïî ôîðìóëå Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî âû÷èñëèòü ïîòîê âåêòîðà
~a ÷åðåç ïîâåðõíîñòü ïèðàìèäû ABCD , åñëè ~a = (3x − y −
z, 3y, 2z), A(0, 0, 3), B(1, 0, 0), C(0,−2, 0), D(0, 0, 0).
9) Ïî ôîðìóëå Ñòîêñà âû÷èñëèòü öèðêóëÿöèþ âåêòîðà ~a ïî òðåóãîëüíèêó ABC
,åñëè

~a = (y − z, z − x, x− y), A(0, 0,−3), B(2, 0, 0), C(0,−1, 0)
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ÐÃÐ �3 Ãðóïïà �212 Âàðèàíò �15

1) Ïîñòðîèòü íà ïëîñêîñòè Oxy îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ çàäàííîãî èíòåãðàëà:
2∫
1

dx
2x∫
0

dy

Èçìåíèòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ è âû÷èñëèòü ïëîùàäü îáëàñòè ïðè çàäàííîì
è èçìåíåííîì ïîðÿäêàõ èíòåãðèðîâàíèÿ.
2) Âû÷èñëèòü îáú¼ì òåëà, îãðàíè÷åííîãî äàííûìè ïîâåðõíîñòÿìè :
z = 2x2 + y2 + 2 , x = 0 , y = 0 , z = 0 , x + y = 1
Èçîáðàçèòü íà ÷åðòåæå äàííîå òåëî è îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ.
3) Íàéòè öåíòð òÿæåñòè îäíîðîäíîé ïëîñêîé ïëàñòèíû , îãðàíè÷åííîé
óêàçàííûìè ëèíèÿìè:
y + cos x = 0 , y = 0,−π

2 < x < π
2

4) Íàéòè ìîìåíòû èíåpöèè Jx , Jy äëÿ îäíîpîäíîé ïëîñêîé ïëàñòèíû
(ïëîòíîñòü ð=5) , îãpàíè÷åííîé óêàçàííûìè ëèíèÿìè :
x + 2y = 0 , x = 2 , y = 0
5) Íàéòè ìàññó òåëà, îãðàíè÷åííîãî ïîâåðõíîñòÿìè x = 0, x = 4, z = 0, z = 1−y2

, åñëè ïëîòíîñòü p = x2.
6) Â êàæäîé òî÷êå ëèíèè L íà ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó åäèíè÷íîé ìàññû äåéñòâóåò
ñèëà ~F = (P (x, y), Q(x, y)). Âû÷èñëèòü ðàáîòó, ñîâåðøàåìóþ ýòîé ñèëîé ïðè
äâèæåíèè òî÷êè ïî ëèíèè L èç ò.A â ò.B ., åñëè P = y

x2+y2 ; Q = x
x2+y2 ; L:

ïpÿìàÿ ; A(1, 2),B(3, 6).
7) Íàéòè grad U, div ~a, rot ~a, à òàêæå rot grad U â òî÷êå (1, 0,−π) äëÿ ñêàëÿðíîãî
ïîëÿ U è âåêòîðíîãî ïîëÿ ~a ,åñëè

U = arctg (
y

x
) + xz, ~a = (yx2,

y

z
, sin z)

8) Ïî ôîðìóëå Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî âû÷èñëèòü ïîòîê
âåêòîðà ~a ÷åðåç ïîâåðõíîñòü ïèðàìèäû ABCD , åñëè ~a =
(3x,−y, 0), A(0, 0, 1), B(−2, 0, 1), C(0, 0, 0), D(0,−2, 1).
9) Ïî ôîðìóëå Ñòîêñà âû÷èñëèòü öèðêóëÿöèþ âåêòîðà ~a ïî òðåóãîëüíèêó ABC
,åñëè

~a = (x2, y,−z), A(0, 0,−2), B(−1, 0, 0), C(0, 3, 0)

ÐÃÐ �3 Ãðóïïà �212 Âàðèàíò �16

1) Ïîñòðîèòü íà ïëîñêîñòè Oxy îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ çàäàííîãî èíòåãðàëà:
1∫
0

dx
4−x2∫
1+2x

dy

Èçìåíèòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ è âû÷èñëèòü ïëîùàäü îáëàñòè ïðè çàäàííîì
è èçìåíåííîì ïîðÿäêàõ èíòåãðèðîâàíèÿ.
2) Âû÷èñëèòü îáú¼ì òåëà, îãðàíè÷åííîãî äàííûìè ïîâåðõíîñòÿìè :
z = x2

2 + 2y , x = 0 , y = 0 , z = 0 , x = 2 , y = 4− x
Èçîáðàçèòü íà ÷åðòåæå äàííîå òåëî è îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ.
3) Íàéòè öåíòð òÿæåñòè îäíîðîäíîé ïëîñêîé ïëàñòèíû , îãðàíè÷åííîé
óêàçàííûìè ëèíèÿìè:
x + y4 = 0 , x + 1 = 0
4) Íàéòè ìîìåíòû èíåpöèè Jx , Jy äëÿ îäíîpîäíîé ïëîñêîé ïëàñòèíû
(ïëîòíîñòü ð=5) , îãpàíè÷åííîé óêàçàííûìè ëèíèÿìè :
y = x2 , y = 0 , x = 2
5) Íàéòè ìàññó òåëà, îãðàíè÷åííîãî ïîâåðõíîñòÿìè x = 0, z = 0, y = 2, z = 2,
2x + 3y = 1, åñëè ïëîòíîñòü p = y2.
6) Â êàæäîé òî÷êå ëèíèè L íà ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó åäèíè÷íîé ìàññû äåéñòâóåò
ñèëà ~F = (P (x, y), Q(x, y)). Âû÷èñëèòü ðàáîòó, ñîâåðøàåìóþ ýòîé ñèëîé ïðè
äâèæåíèè òî÷êè ïî ëèíèè L èç ò.A â ò.B ., åñëè P = xy ; Q = y − x ; L: y = x2 ;
A(0, 0),B(1, 1).
7) Íàéòè grad U, div ~a, rot ~a, à òàêæå rot grad U â òî÷êå (1, 0,−2) äëÿ ñêàëÿðíîãî
ïîëÿ U è âåêòîðíîãî ïîëÿ ~a ,åñëè

U = z2 + 2arctg (x− y), ~a = (yz − 2x, xy2, x− 2z)

8) Ïî ôîðìóëå Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî âû÷èñëèòü ïîòîê âåêòîðà
~a ÷åðåç ïîâåðõíîñòü ïèðàìèäû ABCD , åñëè ~a = (z +
y, y,−x), A(0, 0, 1), B(0, 0, 0), C(2, 0, 1), D(0, 2, 1).
9) Ïî ôîðìóëå Ñòîêñà âû÷èñëèòü öèðêóëÿöèþ âåêòîðà ~a ïî òðåóãîëüíèêó ABC
,åñëè

~a = (−z,−x, xz), A(0, 0, 0), B(−1, 0, 3), C(−1, 1, 3)
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ÐÃÐ �3 Ãðóïïà �212 Âàðèàíò �17

1) Ïîñòðîèòü íà ïëîñêîñòè Oxy îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ çàäàííîãî èíòåãðàëà:
1∫
0

dx
2−x∫
x

dy

Èçìåíèòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ è âû÷èñëèòü ïëîùàäü îáëàñòè ïðè çàäàííîì
è èçìåíåííîì ïîðÿäêàõ èíòåãðèðîâàíèÿ.
2) Âû÷èñëèòü îáú¼ì òåëà, îãðàíè÷åííîãî äàííûìè ïîâåðõíîñòÿìè :
z = 2 + x2 + y2 , x = 1 , z = 0 , x = y2

Èçîáðàçèòü íà ÷åðòåæå äàííîå òåëî è îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ.
3) Íàéòè öåíòð òÿæåñòè îäíîðîäíîé ïëîñêîé ïëàñòèíû , îãðàíè÷åííîé
óêàçàííûìè ëèíèÿìè:
y + x6 = 0 , y + 1 = 0
4) Íàéòè ìîìåíòû èíåpöèè Jx , Jy äëÿ îäíîpîäíîé ïëîñêîé ïëàñòèíû
(ïëîòíîñòü ð=5) , îãpàíè÷åííîé óêàçàííûìè ëèíèÿìè :
x = 2y , x + 2 = 0 , y = 0
5) Íàéòè ìàññó òåëà, îãðàíè÷åííîãî ïîâåðõíîñòÿìè 3x + 3y = 2, z = 1 + x2 + y2,
x = 0, y = 0, z = 0, åñëè ïëîòíîñòü p = 1

1+x2+y2

6) Â êàæäîé òî÷êå ëèíèè L íà ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó åäèíè÷íîé ìàññû äåéñòâóåò
ñèëà ~F = (P (x, y), Q(x, y)). Âû÷èñëèòü ðàáîòó, ñîâåðøàåìóþ ýòîé ñèëîé ïðè
äâèæåíèè òî÷êè ïî ëèíèè L èç ò.A â ò.B ., åñëè P = y + x2 ;Q = x + y2 ; L:
ëîìàíàÿ x = 5,y = 1 ; A(2, 1),B(5, 3).
7) Íàéòè grad U, div ~a, rot ~a, à òàêæå rot grad U â òî÷êå (1, 1, 0) äëÿ ñêàëÿðíîãî
ïîëÿ U è âåêòîðíîãî ïîëÿ ~a ,åñëè

U =
√

x

y
− z

x +
√

y
, ~a = (x

√
z + 1, y + x, zx2)

8) Ïî ôîðìóëå Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî âû÷èñëèòü ïîòîê
âåêòîðà ~a ÷åðåç ïîâåðõíîñòü ïèðàìèäû ABCD , åñëè ~a =
(6x,−2y,−z), A(0, 0, 0), B(2, 0,−3), C(0, 0,−3), D(0, 2,−3).
9) Ïî ôîðìóëå Ñòîêñà âû÷èñëèòü öèðêóëÿöèþ âåêòîðà ~a ïî òðåóãîëüíèêó ABC
,åñëè

~a = (z, x, y), A(0, 0, 0), B(2, 0, 1), C(2,−2, 1)

ÐÃÐ �3 Ãðóïïà �212 Âàðèàíò �18

1) Ïîñòðîèòü íà ïëîñêîñòè Oxy îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ çàäàííîãî èíòåãðàëà:
2∫
1

dx
2x∫
0

dy

Èçìåíèòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ è âû÷èñëèòü ïëîùàäü îáëàñòè ïðè çàäàííîì
è èçìåíåííîì ïîðÿäêàõ èíòåãðèðîâàíèÿ.
2) Âû÷èñëèòü îáú¼ì òåëà, îãðàíè÷åííîãî äàííûìè ïîâåðõíîñòÿìè :
z = 5y , z = 0 , y =

√
9− x2

Èçîáðàçèòü íà ÷åðòåæå äàííîå òåëî è îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ.
3) Íàéòè öåíòð òÿæåñòè îäíîðîäíîé ïëîñêîé ïëàñòèíû , îãðàíè÷åííîé
óêàçàííûìè ëèíèÿìè:
y = x , x + y = 0 , y + 1 = 0
4) Íàéòè ìîìåíòû èíåpöèè Jx , Jy äëÿ îäíîpîäíîé ïëîñêîé ïëàñòèíû
(ïëîòíîñòü ð=5) , îãpàíè÷åííîé óêàçàííûìè ëèíèÿìè :
y = x , y = 1 , x = 0
5) Íàéòè ìàññó òåëà, îãðàíè÷åííîãî ïîâåðõíîñòÿìè z = 1 − x2, y = 2, y = 0,
z = 0, åñëè ïëîòíîñòü p = x2.
6) Â êàæäîé òî÷êå ëèíèè L íà ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó åäèíè÷íîé ìàññû äåéñòâóåò
ñèëà ~F = (P (x, y), Q(x, y)). Âû÷èñëèòü ðàáîòó, ñîâåðøàåìóþ ýòîé ñèëîé ïðè
äâèæåíèè òî÷êè ïî ëèíèè L èç ò.A â ò.B ., åñëè P = 2xy ; Q = x2 ; L: ïpÿìàÿ ;
A(0, 0),B(1, 1).
7) Íàéòè grad U, div ~a, rot ~a, à òàêæå rot grad U â òî÷êå (0, 4, 1) äëÿ ñêàëÿðíîãî
ïîëÿ U è âåêòîðíîãî ïîëÿ ~a ,åñëè

U = x
√

y + y
√

z, ~a = (z cosx, yz3, x2y3)

8) Ïî ôîðìóëå Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî âû÷èñëèòü ïîòîê
âåêòîðà ~a ÷åðåç ïîâåðõíîñòü ïèðàìèäû ABCD , åñëè ~a =
(z,−4y, 2x), A(2, 0, 2), B(0, 0, 0), C(0, 0, 2), D(0, 1, 2).
9) Ïî ôîðìóëå Ñòîêñà âû÷èñëèòü öèðêóëÿöèþ âåêòîðà ~a ïî òðåóãîëüíèêó ABC
,åñëè

~a = (x, 2z2, y), A(0, 0, 3), B(1, 0, 0), C(0,−2, 0)
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ÐÃÐ �3 Ãðóïïà �212 Âàðèàíò �19

1) Ïîñòðîèòü íà ïëîñêîñòè Oxy îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ çàäàííîãî èíòåãðàëà:
1∫
0

dx
9−x2∫

0

dy

Èçìåíèòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ è âû÷èñëèòü ïëîùàäü îáëàñòè ïðè çàäàííîì
è èçìåíåííîì ïîðÿäêàõ èíòåãðèðîâàíèÿ.
2) Âû÷èñëèòü îáú¼ì òåëà, îãðàíè÷åííîãî äàííûìè ïîâåðõíîñòÿìè :
z = 3(x2 + y2) , y = 1 , y = x2 , z = 0
Èçîáðàçèòü íà ÷åðòåæå äàííîå òåëî è îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ.
3) Íàéòè öåíòð òÿæåñòè îäíîðîäíîé ïëîñêîé ïëàñòèíû , îãðàíè÷åííîé
óêàçàííûìè ëèíèÿìè:
y = 3

√
x , y + 3

√
x = 0 , x = 1

4) Íàéòè ìîìåíòû èíåpöèè Jx , Jy äëÿ îäíîpîäíîé ïëîñêîé ïëàñòèíû
(ïëîòíîñòü ð=5) , îãpàíè÷åííîé óêàçàííûìè ëèíèÿìè :
2x + y = 0 , y + 2 = 0 , x = 0
5) Íàéòè ìàññó òåëà, îãðàíè÷åííîãî ïîâåðõíîñòÿìè z = 0, z = 3, y = 0, x = 3,
2x + 3y = 1, åñëè ïëîòíîñòü p = y2.
6) Â êàæäîé òî÷êå ëèíèè L íà ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó åäèíè÷íîé ìàññû äåéñòâóåò
ñèëà ~F = (P (x, y), Q(x, y)). Âû÷èñëèòü ðàáîòó, ñîâåðøàåìóþ ýòîé ñèëîé ïðè
äâèæåíèè òî÷êè ïî ëèíèè L èç ò.A â ò.B ., åñëè P = 2xy ; Q = x2 ; L: x = y2 ;
A(0, 0),B(1, 1).
7) Íàéòè grad U, div ~a, rot ~a, à òàêæå rot grad U â òî÷êå (1, 0,−2) äëÿ ñêàëÿðíîãî
ïîëÿ U è âåêòîðíîãî ïîëÿ ~a ,åñëè

U = z2 + 2arctg (x− y), ~a = (yz − 2x, xy2, x− 2z)

8) Ïî ôîðìóëå Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî âû÷èñëèòü ïîòîê
âåêòîðà ~a ÷åðåç ïîâåðõíîñòü ïèðàìèäû ABCD , åñëè ~a =
(z, x,−z), A(0, 0, 0), B(2, 0,−1), C(0, 0,−1), D(0,−2,−1).
9) Ïî ôîðìóëå Ñòîêñà âû÷èñëèòü öèðêóëÿöèþ âåêòîðà ~a ïî òðåóãîëüíèêó ABC
,åñëè

~a = (2y,−z, x), A(0, 0, 0), B(3, 0,−2), C(3, 3,−2)

ÐÃÐ �3 Ãðóïïà �212 Âàðèàíò �20

1) Ïîñòðîèòü íà ïëîñêîñòè Oxy îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ çàäàííîãî èíòåãðàëà:
4∫
0

dx
4
√

x∫
x3
8

dy

Èçìåíèòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ è âû÷èñëèòü ïëîùàäü îáëàñòè ïðè çàäàííîì
è èçìåíåííîì ïîðÿäêàõ èíòåãðèðîâàíèÿ.
2) Âû÷èñëèòü îáú¼ì òåëà, îãðàíè÷åííîãî äàííûìè ïîâåðõíîñòÿìè :
z = x2 + y2 , x = 0 , y = 0 , z = 0 , x = 2− 2y
Èçîáðàçèòü íà ÷åðòåæå äàííîå òåëî è îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ.
3) Íàéòè öåíòð òÿæåñòè îäíîðîäíîé ïëîñêîé ïëàñòèíû , îãðàíè÷åííîé
óêàçàííûìè ëèíèÿìè:
y = cos x , y = 0 , −π

2 < x < π
2

4) Íàéòè ìîìåíòû èíåpöèè Jx , Jy äëÿ îäíîpîäíîé ïëîñêîé ïëàñòèíû
(ïëîòíîñòü ð=5) , îãpàíè÷åííîé óêàçàííûìè ëèíèÿìè :
x + y = 0 , x + 1 = 0 , y = 0
5) Íàéòè ìàññó òåëà, îãðàíè÷åííîãî ïîâåðõíîñòÿìè x = 2, 3y + 2z = 6,
x = 0, y = 0, z = 0 , åñëè ïëîòíîñòü p = x2.
6) Â êàæäîé òî÷êå ëèíèè L íà ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó åäèíè÷íîé ìàññû äåéñòâóåò
ñèëà ~F = (P (x, y), Q(x, y)). Âû÷èñëèòü ðàáîòó, ñîâåðøàåìóþ ýòîé ñèëîé ïðè
äâèæåíèè òî÷êè ïî ëèíèè L èç ò.A â ò.B ., åñëè P = 2x+y ; Q = 2y ; L: x = cos t

2 ,
y = sin t ; A( 1

2 , 0),B(0, 1).
7) Íàéòè grad U, div ~a, rot ~a, à òàêæå rot grad U â òî÷êå (−1, 1, 2) äëÿ ñêàëÿðíîãî
ïîëÿ U è âåêòîðíîãî ïîëÿ ~a ,åñëè

U = ln(x2 + y2) + xyz, ~a = (3yz − x, x2 − y, 6z − 1)

8) Ïî ôîðìóëå Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî âû÷èñëèòü ïîòîê âåêòîðà
~a ÷åðåç ïîâåðõíîñòü ïèðàìèäû ABCD , åñëè ~a = (x + z, 0, z +
y), A(0, 0, 1), B(0, 0, 0), C(2, 0, 1), D(0, 3, 1).
9) Ïî ôîðìóëå Ñòîêñà âû÷èñëèòü öèðêóëÿöèþ âåêòîðà ~a ïî òðåóãîëüíèêó ABC
,åñëè

~a = (y − z, z − x, x− y), A(0, 0, 0), B(−1, 0,−1), C(−1,−1,−1)
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ÐÃÐ �3 Ãðóïïà �212 Âàðèàíò �21

1) Ïîñòðîèòü íà ïëîñêîñòè Oxy îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ çàäàííîãî èíòåãðàëà:
3∫
1

dx
0,5
√

2x−2∫
(x−1)2

4

dy

Èçìåíèòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ è âû÷èñëèòü ïëîùàäü îáëàñòè ïðè çàäàííîì
è èçìåíåííîì ïîðÿäêàõ èíòåãðèðîâàíèÿ.
2) Âû÷èñëèòü îáú¼ì òåëà, îãðàíè÷åííîãî äàííûìè ïîâåðõíîñòÿìè :
z = y2 , x = 0 , z = 0 , 2x + 3y = 6
Èçîáðàçèòü íà ÷åðòåæå äàííîå òåëî è îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ.
3) Íàéòè öåíòð òÿæåñòè îäíîðîäíîé ïëîñêîé ïëàñòèíû , îãðàíè÷åííîé
óêàçàííûìè ëèíèÿìè:
y = x2 , y + x2 = 0 , x = 1
4) Íàéòè ìîìåíòû èíåpöèè Jx , Jy äëÿ îäíîpîäíîé ïëîñêîé ïëàñòèíû
(ïëîòíîñòü ð=5) , îãpàíè÷åííîé óêàçàííûìè ëèíèÿìè :
y = x2 , y = 0 , x = −1
5) Íàéòè ìàññó òåëà, îãðàíè÷åííîãî ïîâåðõíîñòÿìè x = 0, z = 0, y = 2, z = 2,
2x + 3y = 1, åñëè ïëîòíîñòü p = y2.
6) Â êàæäîé òî÷êå ëèíèè L íà ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó åäèíè÷íîé ìàññû äåéñòâóåò
ñèëà ~F = (P (x, y), Q(x, y)). Âû÷èñëèòü ðàáîòó, ñîâåðøàåìóþ ýòîé ñèëîé ïðè
äâèæåíèè òî÷êè ïî ëèíèè L èç ò.A â ò.B ., åñëè P = y ; Q = x ; L: ïpÿìàÿ ;
A(4, 0),B(

√
2,
√

2).
7) Íàéòè grad U, div ~a0, rot ~a, à òàêæå rot grad U â òî÷êå (0, 0.25,−2) äëÿ
ñêàëÿðíîãî ïîëÿ U è âåêòîðíîãî ïîëÿ ~a ,åñëè

U = x
√

y − yz2, ~a = (arcsin x, ln (1 + y2), 3z)

8) Ïî ôîðìóëå Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî âû÷èñëèòü ïîòîê âåêòîðà
~a ÷åðåç ïîâåðõíîñòü ïèðàìèäû ABCD , åñëè ~a = (z, 3y −
x,−z), A(0, 0,−3), B(2, 0, 0), C(0, 0, 0), D(0,−1, 0).
9) Ïî ôîðìóëå Ñòîêñà âû÷èñëèòü öèðêóëÿöèþ âåêòîðà ~a ïî òðåóãîëüíèêó ABC
,åñëè

~a = (−x2y3, 1, z), A(0, 0, 1), B(3, 0, 0), C(0,−2, 0)

ÐÃÐ �3 Ãðóïïà �212 Âàðèàíò �22

1) Ïîñòðîèòü íà ïëîñêîñòè Oxy îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ çàäàííîãî èíòåãðàëà:
3∫
0

dx
3x+1∫
x3
3 +1

dy

Èçìåíèòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ è âû÷èñëèòü ïëîùàäü îáëàñòè ïðè çàäàííîì
è èçìåíåííîì ïîðÿäêàõ èíòåãðèðîâàíèÿ.
2) Âû÷èñëèòü îáú¼ì òåëà, îãðàíè÷åííîãî äàííûìè ïîâåðõíîñòÿìè :
z = 8− x2 − 2y2 , x = 0 , y = 0 , z = 0 , y = 2− 2x
Èçîáðàçèòü íà ÷åðòåæå äàííîå òåëî è îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ.
3) Íàéòè öåíòð òÿæåñòè îäíîðîäíîé ïëîñêîé ïëàñòèíû , îãðàíè÷åííîé
óêàçàííûìè ëèíèÿìè:
y + x2 = 0 , y + 1 = 0
4) Íàéòè ìîìåíòû èíåpöèè Jx , Jy äëÿ îäíîpîäíîé ïëîñêîé ïëàñòèíû
(ïëîòíîñòü ð=5) , îãpàíè÷åííîé óêàçàííûìè ëèíèÿìè :
x = 2y , x = 2 , y = 0
5) Íàéòè ìàññó òåëà, îãðàíè÷åííîãî ïîâåðõíîñòÿìè z = 0, z = 2, x = 4, x = y2

,åñëè ïëîòíîñòü p = x.
6) Â êàæäîé òî÷êå ëèíèè L íà ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó åäèíè÷íîé ìàññû äåéñòâóåò
ñèëà ~F = (P (x, y), Q(x, y)). Âû÷èñëèòü ðàáîòó, ñîâåðøàåìóþ ýòîé ñèëîé ïðè
äâèæåíèè òî÷êè ïî ëèíèè L èç ò.A â ò.B ., åñëè P = x ; Q = −y ; L: y = x2

2 ;
A(−2, 2),B(

√
2, 1).

7) Íàéòè grad U, div ~a, rot ~a, à òàêæå rot grad U â òî÷êå (1, 1, 0) äëÿ ñêàëÿðíîãî
ïîëÿ U è âåêòîðíîãî ïîëÿ ~a ,åñëè

U = ln(x +
√

y2 + z2), ~a = (y2 + z2 + 6z, x− 2y + ez, x + y − z)

8) Ïî ôîðìóëå Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî âû÷èñëèòü ïîòîê âåêòîðà
~a ÷åðåç ïîâåðõíîñòü ïèðàìèäû ABCD , åñëè ~a = (2x + y, 0, y +
2z), A(0, 0,−1), B(2, 0, 0), C(0, 0, 0), D(0, 3, 0).
9) Ïî ôîðìóëå Ñòîêñà âû÷èñëèòü öèðêóëÿöèþ âåêòîðà ~a ïî òðåóãîëüíèêó ABC
,åñëè

~a = (x,−z2, y), A(0, 0, 0), B(−1, 0,−1), C(−1, 1,−1)

11



ÐÃÐ �3 Ãðóïïà �212 Âàðèàíò �23

1) Ïîñòðîèòü íà ïëîñêîñòè Oxy îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ çàäàííîãî èíòåãðàëà:
4∫
1

dx

√
x∫

0

dy

Èçìåíèòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ è âû÷èñëèòü ïëîùàäü îáëàñòè ïðè çàäàííîì
è èçìåíåííîì ïîðÿäêàõ èíòåãðèðîâàíèÿ.
2) Âû÷èñëèòü îáú¼ì òåëà, îãðàíè÷åííîãî äàííûìè ïîâåðõíîñòÿìè :
z = 4− x2 − y2 , x = 0 , y = 0 , z = 0 , x + y = 1
Èçîáðàçèòü íà ÷åðòåæå äàííîå òåëî è îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ.
3) Íàéòè öåíòð òÿæåñòè îäíîðîäíîé ïëîñêîé ïëàñòèíû , îãðàíè÷åííîé
óêàçàííûìè ëèíèÿìè:
y = x , x + y = 0 , y = 1
4) Íàéòè ìîìåíòû èíåpöèè Jx , Jy äëÿ îäíîpîäíîé ïëîñêîé ïëàñòèíû
(ïëîòíîñòü ð=5) , îãpàíè÷åííîé óêàçàííûìè ëèíèÿìè :
2x + y = 0 , y = 0 , x = 1
5) Íàéòè ìàññó òåëà, îãðàíè÷åííîãî ïîâåðõíîñòÿìè x2 + y2 = 2z2, x2 + y2 + z2 =
3,( z > 0 ), åñëè ïëîòíîñòü p = z.
6) Â êàæäîé òî÷êå ëèíèè L íà ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó åäèíè÷íîé ìàññû äåéñòâóåò
ñèëà ~F = (P (x, y), Q(x, y)). Âû÷èñëèòü ðàáîòó, ñîâåðøàåìóþ ýòîé ñèëîé ïðè
äâèæåíèè òî÷êè ïî ëèíèè L èç ò.A â ò.B ., åñëè P = y + x2 ; Q = x + y2 ; L:
ïpÿìàÿ ; A(−1, 1),B(0, 2).
7) Íàéòè grad U, div ~a, rot ~a, à òàêæå rot grad U â òî÷êå (4, 4,−1) äëÿ ñêàëÿðíîãî
ïîëÿ U è âåêòîðíîãî ïîëÿ ~a ,åñëè

U =
√

xy +
√

9− z2, ~a = (2y − x, zx2, 2
√

xy)

8) Ïî ôîðìóëå Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî âû÷èñëèòü ïîòîê
âåêòîðà ~a ÷åðåç ïîâåðõíîñòü ïèðàìèäû ABCD , åñëè ~a =
(2x, 2y, z), A(0, 0,−1), B(3, 0,−1), C(0, 3,−1), D(0, 0, 0).
9) Ïî ôîðìóëå Ñòîêñà âû÷èñëèòü öèðêóëÿöèþ âåêòîðà ~a ïî òðåóãîëüíèêó ABC
,åñëè

~a = (x,−3z2, y), A(0, 0, 0), B(1, 0, 1), C(1, 1, 1)

ÐÃÐ �3 Ãðóïïà �212 Âàðèàíò �24

1) Ïîñòðîèòü íà ïëîñêîñòè Oxy îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ çàäàííîãî èíòåãðàëà:
2∫
0

dx
2
√

x∫
x2
4

dy

Èçìåíèòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ è âû÷èñëèòü ïëîùàäü îáëàñòè ïðè çàäàííîì
è èçìåíåííîì ïîðÿäêàõ èíòåãðèðîâàíèÿ.
2) Âû÷èñëèòü îáú¼ì òåëà, îãðàíè÷åííîãî äàííûìè ïîâåðõíîñòÿìè :
z = x (x ≥ 0) , 4x2 + 9y2 = 36 , z = 0
Èçîáðàçèòü íà ÷åðòåæå äàííîå òåëî è îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ.
3) Íàéòè öåíòð òÿæåñòè îäíîðîäíîé ïëîñêîé ïëàñòèíû , îãðàíè÷åííîé
óêàçàííûìè ëèíèÿìè:
y = x2 , y = 1
4) Íàéòè ìîìåíòû èíåpöèè Jx , Jy äëÿ îäíîpîäíîé ïëîñêîé ïëàñòèíû
(ïëîòíîñòü ð=5) , îãpàíè÷åííîé óêàçàííûìè ëèíèÿìè :
y = 2x , y = 2 , x = 0
5) Íàéòè ìàññó òåëà, îãðàíè÷åííîãî ïîâåðõíîñòÿìè x2 + y2 + z2 = 1, z ≥ 0, åñëè
ïëîòíîñòü p = z.
6) Â êàæäîé òî÷êå ëèíèè L íà ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó åäèíè÷íîé ìàññû äåéñòâóåò
ñèëà ~F = (P (x, y), Q(x, y)). Âû÷èñëèòü ðàáîòó, ñîâåðøàåìóþ ýòîé ñèëîé ïðè
äâèæåíèè òî÷êè ïî ëèíèè L èç ò.A â ò.B ., åñëè P = 2xy ; Q = x2 ; L: y = x2 ;
A(0, 0),B(1, 1).
7) Íàéòè grad U, div ~a, rot ~a, à òàêæå rot grad U â òî÷êå (0, 3,−4) äëÿ ñêàëÿðíîãî
ïîëÿ U è âåêòîðíîãî ïîëÿ ~a ,åñëè

U =
√

x2 + y2 + z2, ~a = (
√

x2 + y2, y3, z2)

8) Ïî ôîðìóëå Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî âû÷èñëèòü ïîòîê
âåêòîðà ~a ÷åðåç ïîâåðõíîñòü ïèðàìèäû ABCD , åñëè ~a =
(2x, 7y, 11z), A(0, 0, 2), B(1, 0, 0), C(0, 0, 0), D(0,−3, 0).
9) Ïî ôîðìóëå Ñòîêñà âû÷èñëèòü öèðêóëÿöèþ âåêòîðà ~a ïî òðåóãîëüíèêó ABC
,åñëè

~a = (y,−x, z), A(0, 0, 1), B(3, 0, 0), C(0, 2, 0)
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ÐÃÐ �3 Ãðóïïà �212 Âàðèàíò �25

1) Ïîñòðîèòü íà ïëîñêîñòè Oxy îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ çàäàííîãî èíòåãðàëà:
1∫
0

dx
9−x2∫

0

dy

Èçìåíèòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ è âû÷èñëèòü ïëîùàäü îáëàñòè ïðè çàäàííîì
è èçìåíåííîì ïîðÿäêàõ èíòåãðèðîâàíèÿ.
2) Âû÷èñëèòü îáú¼ì òåëà, îãðàíè÷åííîãî äàííûìè ïîâåðõíîñòÿìè :
z = x2 + y2 , x = 0 , y = 0 , z = 0 , x + y = 4
Èçîáðàçèòü íà ÷åðòåæå äàííîå òåëî è îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ.
3) Íàéòè öåíòð òÿæåñòè îäíîðîäíîé ïëîñêîé ïëàñòèíû , îãðàíè÷åííîé
óêàçàííûìè ëèíèÿìè:
y = x4 , y = 1
4) Íàéòè ìîìåíòû èíåpöèè Jx , Jy äëÿ îäíîpîäíîé ïëîñêîé ïëàñòèíû
(ïëîòíîñòü ð=5) , îãpàíè÷åííîé óêàçàííûìè ëèíèÿìè :
y = cos x , y = 0 , −π

2 < x < π
2

5) Íàéòè ìàññó òåëà, îãðàíè÷åííîãî ïîâåðõíîñòÿìè x2 = 2z, y = 2, 2x = 1, y = 0,
z = 0, åñëè ïëîòíîñòü p = x.
6) Â êàæäîé òî÷êå ëèíèè L íà ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó åäèíè÷íîé ìàññû äåéñòâóåò
ñèëà ~F = (P (x, y), Q(x, y)). Âû÷èñëèòü ðàáîòó, ñîâåðøàåìóþ ýòîé ñèëîé ïðè
äâèæåíèè òî÷êè ïî ëèíèè L èç ò.A â ò.B ., åñëè P = 2xy ; Q = x2 ; L: ïpÿìàÿ ;
A(1, 0),B(0, 3).
7) Íàéòè grad U, div ~a, rot ~a, à òàêæå rot grad U â òî÷êå (2, 0,−1) äëÿ ñêàëÿðíîãî
ïîëÿ U è âåêòîðíîãî ïîëÿ ~a ,åñëè

U = yx2 −
√

xy + z2, ~a = (yx2, exy − z, 3z2)

8) Ïî ôîðìóëå Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî âû÷èñëèòü ïîòîê
âåêòîðà ~a ÷åðåç ïîâåðõíîñòü ïèðàìèäû ABCD , åñëè ~a =
(8x,−2y, x), A(0, 0, 0), B(−1, 0,−2), C(0, 0,−2), D(0, 1,−2).
9) Ïî ôîðìóëå Ñòîêñà âû÷èñëèòü öèðêóëÿöèþ âåêòîðà ~a ïî òðåóãîëüíèêó ABC
,åñëè

~a = (−x2y3, 3, y), A(0, 0, 0), B(1, 0,−2), C(1, 1,−2)

ÐÃÐ �3 Ãðóïïà �212 Âàðèàíò �26

1) Ïîñòðîèòü íà ïëîñêîñòè Oxy îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ çàäàííîãî èíòåãðàëà:
2∫
0

dx
2
√

2x−1∫
x2−1

dy

Èçìåíèòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ è âû÷èñëèòü ïëîùàäü îáëàñòè ïðè çàäàííîì
è èçìåíåííîì ïîðÿäêàõ èíòåãðèðîâàíèÿ.
2) Âû÷èñëèòü îáú¼ì òåëà, îãðàíè÷åííîãî äàííûìè ïîâåðõíîñòÿìè :
z = y , y = 2 , y = x2 , z = 0
Èçîáðàçèòü íà ÷åðòåæå äàííîå òåëî è îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ.
3) Íàéòè öåíòð òÿæåñòè îäíîðîäíîé ïëîñêîé ïëàñòèíû , îãðàíè÷åííîé
óêàçàííûìè ëèíèÿìè:
x = 2y , x + 2y = 0 , x = 2
4) Íàéòè ìîìåíòû èíåpöèè Jx , Jy äëÿ îäíîpîäíîé ïëîñêîé ïëàñòèíû
(ïëîòíîñòü ð=5) , îãpàíè÷åííîé óêàçàííûìè ëèíèÿìè :
y = x2 , y = 0 , x = −1
5) Íàéòè ìàññó òåëà, îãðàíè÷åííîãî ïîâåðõíîñòÿìè z = 1, x2 + y2 = 9z2, åñëè
ïëîòíîñòü p = z.
6) Â êàæäîé òî÷êå ëèíèè L íà ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó åäèíè÷íîé ìàññû äåéñòâóåò
ñèëà ~F = (P (x, y), Q(x, y)). Âû÷èñëèòü ðàáîòó, ñîâåðøàåìóþ ýòîé ñèëîé ïðè
äâèæåíèè òî÷êè ïî ëèíèè L èç ò.A â ò.B ., åñëè P = −y ; Q = x ; L: x = cos3 t,
y = sin3 t ; A(1, 0),B(0, 1) .
7) Íàéòè grad U, div ~a, rot ~a, à òàêæå rot grad U â òî÷êå (1, 1,−√3) äëÿ
ñêàëÿðíîãî ïîëÿ U è âåêòîðíîãî ïîëÿ ~a ,åñëè

U =
√

xy −
√

4− z2, ~a = (sin (xy),
√

x + y, z3)

8) Ïî ôîðìóëå Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî âû÷èñëèòü ïîòîê âåêòîðà ~a
÷åðåç ïîâåðõíîñòü ïèðàìèäû ABCD , åñëè ~a = (x + y, y + z, z +
x), A(0, 0, 2), B(3, 0, 0), C(0, 0, 0), D(0,−1, 0).
9) Ïî ôîðìóëå Ñòîêñà âû÷èñëèòü öèðêóëÿöèþ âåêòîðà ~a ïî òðåóãîëüíèêó ABC
,åñëè

~a = (xz, x, z2), A(0, 0, 0), B(2, 0,−2), C(2, 2,−2)
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ÐÃÐ �3 Ãðóïïà �212 Âàðèàíò �27

1) Ïîñòðîèòü íà ïëîñêîñòè Oxy îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ çàäàííîãî èíòåãðàëà:
1∫
0

dx
x2+1∫
0

dy

Èçìåíèòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ è âû÷èñëèòü ïëîùàäü îáëàñòè ïðè çàäàííîì
è èçìåíåííîì ïîðÿäêàõ èíòåãðèðîâàíèÿ.
2) Âû÷èñëèòü îáú¼ì òåëà, îãðàíè÷åííîãî äàííûìè ïîâåðõíîñòÿìè :
z = 1 + y2 , x = 0 , y = 0 , z = 0 , x + y = 2
Èçîáðàçèòü íà ÷åðòåæå äàííîå òåëî è îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ.
3) Íàéòè öåíòð òÿæåñòè îäíîðîäíîé ïëîñêîé ïëàñòèíû , îãðàíè÷åííîé
óêàçàííûìè ëèíèÿìè:
x + y2 = 0 , x + 1 = 0
4) Íàéòè ìîìåíòû èíåpöèè Jx , Jy äëÿ îäíîpîäíîé ïëîñêîé ïëàñòèíû
(ïëîòíîñòü ð=5) , îãpàíè÷åííîé óêàçàííûìè ëèíèÿìè :
y + x2 = 0 , y + 1 = 0
5) Íàéòè ìàññó òåëà, îãðàíè÷åííîãî ïîâåðõíîñòÿìè z2 = 9(x2 + y2), z = 3 ,åñëè
ïëîòíîñòü p = z.
6) Â êàæäîé òî÷êå ëèíèè L íà ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó åäèíè÷íîé ìàññû äåéñòâóåò
ñèëà ~F = (P (x, y), Q(x, y)). Âû÷èñëèòü ðàáîòó, ñîâåðøàåìóþ ýòîé ñèëîé ïðè
äâèæåíèè òî÷êè ïî ëèíèè L èç ò.A â ò.B ., åñëè P = 5 ; Q = 0 ; L: x2 + y2 = R2

; A(0, R) ,B(R, 0).
7) Íàéòè grad U, div ~a, rot ~a, à òàêæå rot grad U â òî÷êå (1, 0, 2) äëÿ ñêàëÿðíîãî
ïîëÿ U è âåêòîðíîãî ïîëÿ ~a ,åñëè

U = x3 +
√

y2 + z2, ~a = (exy, x + z,
1
z
)

8) Ïî ôîðìóëå Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî âû÷èñëèòü ïîòîê
âåêòîðà ~a ÷åðåç ïîâåðõíîñòü ïèðàìèäû ABCD , åñëè ~a =
(x,−2y, 3z), A(0, 0, 1), B(3, 0, 0), C(0, 2, 0), D(0, 0, 0).
9) Ïî ôîðìóëå Ñòîêñà âû÷èñëèòü öèðêóëÿöèþ âåêòîðà ~a ïî òðåóãîëüíèêó ABC
,åñëè

~a = (−2z,−x, x2), A(0, 0, 0), B(1, 0, 1), C(1,−1, 1)

ÐÃÐ �3 Ãðóïïà �212 Âàðèàíò �28

1) Ïîñòðîèòü íà ïëîñêîñòè Oxy îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ çàäàííîãî èíòåãðàëà:
3∫
0

dx

√
16−x2∫
0

dy

Èçìåíèòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ è âû÷èñëèòü ïëîùàäü îáëàñòè ïðè çàäàííîì
è èçìåíåííîì ïîðÿäêàõ èíòåãðèðîâàíèÿ.
2) Âû÷èñëèòü îáú¼ì òåëà, îãðàíè÷åííîãî äàííûìè ïîâåðõíîñòÿìè :
z = 2x , x = 0 , y = 0 , z = 0 , y =

√
9− x2

Èçîáðàçèòü íà ÷åðòåæå äàííîå òåëî è îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ.
3) Íàéòè öåíòð òÿæåñòè îäíîðîäíîé ïëîñêîé ïëàñòèíû , îãðàíè÷åííîé
óêàçàííûìè ëèíèÿìè:
y + x3 = 0 , y = x3 , y = 1
4) Íàéòè ìîìåíòû èíåpöèè Jx , Jy äëÿ îäíîpîäíîé ïëîñêîé ïëàñòèíû
(ïëîòíîñòü ð=5) , îãpàíè÷åííîé óêàçàííûìè ëèíèÿìè :
y = sin x , y = 0 , 0 < x < π/2
5) Íàéòè ìàññó òåëà, îãðàíè÷åííîãî ïîâåðõíîñòÿìè z = 0, z = 2, x = 4, x = y2

,åñëè ïëîòíîñòü p = x.
6) Â êàæäîé òî÷êå ëèíèè L íà ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó åäèíè÷íîé ìàññû äåéñòâóåò
ñèëà ~F = (P (x, y), Q(x, y)). Âû÷èñëèòü ðàáîòó, ñîâåðøàåìóþ ýòîé ñèëîé ïðè
äâèæåíèè òî÷êè ïî ëèíèè L èç ò.A â ò.B ., åñëè P = x+ y ; Q = y ; L: x = a cos t,
y = b sin t ; A(a, 0),B(0, b).
7) Íàéòè grad U, div ~a, rot ~a, à òàêæå rot grad U â òî÷êå (0, 0.5, 4) äëÿ ñêàëÿðíîãî
ïîëÿ U è âåêòîðíîãî ïîëÿ ~a ,åñëè

U = xz2 −
√

yx3, ~a = (3−x, arctg
y

x
,
√

x + z)

8) Ïî ôîðìóëå Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî âû÷èñëèòü ïîòîê âåêòîðà ~a
÷åðåç ïîâåðõíîñòü ïèðàìèäû ABCD , åñëè ~a = (0, 2z − 2y, x −
z), A(2, 0, 2), B(0, 0, 2), C(0,−1, 2), D(0, 0, 0).
9) Ïî ôîðìóëå Ñòîêñà âû÷èñëèòü öèðêóëÿöèþ âåêòîðà ~a ïî òðåóãîëüíèêó ABC
,åñëè

~a = (4y,−3x, x), A(0, 0, 0), B(1, 0, 3), C(1,−1, 3)
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ÐÃÐ �3 Ãðóïïà �212 Âàðèàíò �29

1) Ïîñòðîèòü íà ïëîñêîñòè Oxy îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ çàäàííîãî èíòåãðàëà:
4∫
0

dx
2x−2∫
x2
2 −2

dy

Èçìåíèòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ è âû÷èñëèòü ïëîùàäü îáëàñòè ïðè çàäàííîì
è èçìåíåííîì ïîðÿäêàõ èíòåãðèðîâàíèÿ.
2) Âû÷èñëèòü îáú¼ì òåëà, îãðàíè÷åííîãî äàííûìè ïîâåðõíîñòÿìè :
z = 2x + y , x = 0 , y ≥ 0 , z = 0 , x =

√
1− y2

Èçîáðàçèòü íà ÷åðòåæå äàííîå òåëî è îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ.
3) Íàéòè öåíòð òÿæåñòè îäíîðîäíîé ïëîñêîé ïëàñòèíû , îãðàíè÷åííîé
óêàçàííûìè ëèíèÿìè:
x = 3

√
y , x = − 3

√
y , y + 1 = 0

4) Íàéòè ìîìåíòû èíåpöèè Jx , Jy äëÿ îäíîpîäíîé ïëîñêîé ïëàñòèíû
(ïëîòíîñòü ð=5) , îãpàíè÷åííîé óêàçàííûìè ëèíèÿìè :
y + x2 = 0 , y + 1 = 0
5) Íàéòè ìàññó òåëà, îãðàíè÷åííîãî ïîâåðõíîñòÿìè x2 = 4z, y = 4, x = 1, y = 0,
z = 0, åñëè ïëîòíîñòü p = x.
6) Â êàæäîé òî÷êå ëèíèè L íà ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó åäèíè÷íîé ìàññû äåéñòâóåò
ñèëà ~F = (P (x, y), Q(x, y)). Âû÷èñëèòü ðàáîòó, ñîâåðøàåìóþ ýòîé ñèëîé ïðè
äâèæåíèè òî÷êè ïî ëèíèè L èç ò.A â ò.B ., åñëè P = xy ; Q = x + y ; L: ëîìàíàÿ
x = 0,y = 1 ; A(0, 0),B(1, 1).
7) Íàéòè grad U, div ~a, rot ~a, à òàêæå rot grad U â òî÷êå (−1, 1, 3) äëÿ ñêàëÿðíîãî
ïîëÿ U è âåêòîðíîãî ïîëÿ ~a ,åñëè

U = ln (3− x2) + xzy2, ~a = (
√

y + z, x, z + 3)

8) Ïî ôîðìóëå Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî âû÷èñëèòü ïîòîê âåêòîðà
~a ÷åðåç ïîâåðõíîñòü ïèðàìèäû ABCD , åñëè ~a = (y, x +
2y, x), A(0, 0,−2), B(−1, 0, 0), C(0, 3, 0), D(0, 0, 0).
9) Ïî ôîðìóëå Ñòîêñà âû÷èñëèòü öèðêóëÿöèþ âåêòîðà ~a ïî òðåóãîëüíèêó ABC
,åñëè

~a = (2z,−x, y), A(0, 0, 2), B(1, 0, 0), C(0,−3, 0)

ÐÃÐ �3 Ãðóïïà �212 Âàðèàíò �30

1) Ïîñòðîèòü íà ïëîñêîñòè Oxy îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ çàäàííîãî èíòåãðàëà:
2∫
0

dx
x+2∫
x2

dy

Èçìåíèòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ è âû÷èñëèòü ïëîùàäü îáëàñòè ïðè çàäàííîì
è èçìåíåííîì ïîðÿäêàõ èíòåãðèðîâàíèÿ.
2) Âû÷èñëèòü îáú¼ì òåëà, îãðàíè÷åííîãî äàííûìè ïîâåðõíîñòÿìè :
z = 2− y , y = x2 , z = 0
Èçîáðàçèòü íà ÷åðòåæå äàííîå òåëî è îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ.
3) Íàéòè öåíòð òÿæåñòè îäíîðîäíîé ïëîñêîé ïëàñòèíû , îãðàíè÷åííîé
óêàçàííûìè ëèíèÿìè:
y = x6 , y = 1
4) Íàéòè ìîìåíòû èíåpöèè Jx , Jy äëÿ îäíîpîäíîé ïëîñêîé ïëàñòèíû
(ïëîòíîñòü ð=5) , îãpàíè÷åííîé óêàçàííûìè ëèíèÿìè :
x + y = 0 , y = 0 , x = 1
5) Íàéòè ìàññó òåëà, îãðàíè÷åííîãî ïîâåðõíîñòÿìè 3x = 2y, z = 2, x = 2, y = 0
,z = 0, åñëè ïëîòíîñòü p = x2.
6) Â êàæäîé òî÷êå ëèíèè L íà ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó åäèíè÷íîé ìàññû äåéñòâóåò
ñèëà ~F = (P (x, y), Q(x, y)). Âû÷èñëèòü ðàáîòó, ñîâåðøàåìóþ ýòîé ñèëîé ïðè
äâèæåíèè òî÷êè ïî ëèíèè L èç ò.A â ò.B ., åñëè P = −y ; Q = x ; L: x = cos3 t,
y = sin3 t ; A(1, 0),B(0, 1) .
7) Íàéòè grad U, div ~a, rot ~a, à òàêæå rot grad U â òî÷êå (2, 0.5,−1) äëÿ
ñêàëÿðíîãî ïîëÿ U è âåêòîðíîãî ïîëÿ ~a ,åñëè

U = yx2 −
√

x2 + 5z2, ~a = (
y

2x
, y − 7,

1
z + 2

)

8) Ïî ôîðìóëå Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî âû÷èñëèòü ïîòîê âåêòîðà
~a ÷åðåç ïîâåðõíîñòü ïèðàìèäû ABCD , åñëè ~a = (7x, z, x − y +
5z), A(0, 0, 3), B(−2, 0, 0), C(0,−1, 0), D(0, 0, 0).
9) Ïî ôîðìóëå Ñòîêñà âû÷èñëèòü öèðêóëÿöèþ âåêòîðà ~a ïî òðåóãîëüíèêó ABC
,åñëè

~a = (y,−x, z2), A(0, 0, 2), B(1, 0, 0), C(0,−3, 0)
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ÐÃÐ �3 Ãðóïïà �212 Âàðèàíò �31

1) Ïîñòðîèòü íà ïëîñêîñòè Oxy îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ çàäàííîãî èíòåãðàëà:
1
2∫
0

dx

√
x∫

x

dy

Èçìåíèòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ è âû÷èñëèòü ïëîùàäü îáëàñòè ïðè çàäàííîì
è èçìåíåííîì ïîðÿäêàõ èíòåãðèðîâàíèÿ.
2) Âû÷èñëèòü îáú¼ì òåëà, îãðàíè÷åííîãî äàííûìè ïîâåðõíîñòÿìè :
z = 6− x2 − y2 , x = 1 , z = 0 , x = y2

Èçîáðàçèòü íà ÷åðòåæå äàííîå òåëî è îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ.
3) Íàéòè öåíòð òÿæåñòè îäíîðîäíîé ïëîñêîé ïëàñòèíû , îãðàíè÷åííîé
óêàçàííûìè ëèíèÿìè:
y = x , x + y = 0 , x = 1 , x = 0
4) Íàéòè ìîìåíòû èíåpöèè Jx , Jy äëÿ îäíîpîäíîé ïëîñêîé ïëàñòèíû
(ïëîòíîñòü ð=5) , îãpàíè÷åííîé óêàçàííûìè ëèíèÿìè :
y = x , y + 1 = 0 , x = 0
5) Íàéòè ìàññó òåëà, îãðàíè÷åííîãî ïîâåðõíîñòÿìè z = 1, x2 + y2 = 9z2, åñëè
ïëîòíîñòü p = z.
6) Â êàæäîé òî÷êå ëèíèè L íà ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó åäèíè÷íîé ìàññû äåéñòâóåò
ñèëà ~F = (P (x, y), Q(x, y)). Âû÷èñëèòü ðàáîòó, ñîâåðøàåìóþ ýòîé ñèëîé ïðè
äâèæåíèè òî÷êè ïî ëèíèè L èç ò.A â ò.B ., åñëè P = 2xy ; Q = x2 ; L: ïpÿìàÿ ;
A(0, 0),B(1, 1).
7) Íàéòè grad U, div ~a, rot ~a, à òàêæå rot grad U â òî÷êå (π/2, π, 2) äëÿ ñêàëÿðíîãî
ïîëÿ U è âåêòîðíîãî ïîëÿ ~a ,åñëè

U = sin (x + 2y) +
√

xyz, ~a = (xy − 1; 2(y + xz); y2 + z2)

8) Ïî ôîðìóëå Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî âû÷èñëèòü ïîòîê
âåêòîðà ~a ÷åðåç ïîâåðõíîñòü ïèðàìèäû ABCD , åñëè ~a =
(2x, 0, z), A(0, 0,−1), B(−3, 0,−1), C(0, 0, 0), D(0,−3,−1).
9) Ïî ôîðìóëå Ñòîêñà âû÷èñëèòü öèðêóëÿöèþ âåêòîðà ~a ïî òðåóãîëüíèêó ABC
,åñëè

~a = (−x2y3, 2, z), A(0, 0,−3), B(2, 0, 0), C(0, 1, 0)

ÐÃÐ �3 Ãðóïïà �212 Âàðèàíò �32

1) Ïîñòðîèòü íà ïëîñêîñòè Oxy îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ çàäàííîãî èíòåãðàëà:
2∫
1

dx
x2∫
0

dy

Èçìåíèòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ è âû÷èñëèòü ïëîùàäü îáëàñòè ïðè çàäàííîì
è èçìåíåííîì ïîðÿäêàõ èíòåãðèðîâàíèÿ.
2) Âû÷èñëèòü îáú¼ì òåëà, îãðàíè÷åííîãî äàííûìè ïîâåðõíîñòÿìè :
z = x2 + 3y2 , x = 0 , y = 0 , z = 0 , x + y = 2
Èçîáðàçèòü íà ÷åðòåæå äàííîå òåëî è îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ.
3) Íàéòè öåíòð òÿæåñòè îäíîðîäíîé ïëîñêîé ïëàñòèíû , îãðàíè÷åííîé
óêàçàííûìè ëèíèÿìè:
x = 2y , x + 2y = 0 , x + 2 = 0
4) Íàéòè ìîìåíòû èíåpöèè Jx , Jy äëÿ îäíîpîäíîé ïëîñêîé ïëàñòèíû
(ïëîòíîñòü ð=5) , îãpàíè÷åííîé óêàçàííûìè ëèíèÿìè :
y = x , y = 0 , x = 1
5) Íàéòè ìàññó òåëà, îãðàíè÷åííîãî ïîâåðõíîñòÿìè 3x = 2y, z = 2, x = 0, y = 3,
z = 0, åñëè ïëîòíîñòü p = y2.
6) Â êàæäîé òî÷êå ëèíèè L íà ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó åäèíè÷íîé ìàññû äåéñòâóåò
ñèëà ~F = (P (x, y), Q(x, y)). Âû÷èñëèòü ðàáîòó, ñîâåðøàåìóþ ýòîé ñèëîé ïðè
äâèæåíèè òî÷êè ïî ëèíèè L èç ò.A â ò.B ., åñëè P = x ; Q = 1

y2 ; L: xy = 1 ;
A(1, 1),B(4, 1

4 ).
7) Íàéòè grad U, div ~a, rot ~a, à òàêæå rot grad U â òî÷êå (3,−3, 0) äëÿ ñêàëÿðíîãî
ïîëÿ U è âåêòîðíîãî ïîëÿ ~a ,åñëè

U = −2 ln (x2 − 8)− 4xyz, ~a = (cos (xz), x + 7y,
y

x
)

8) Ïî ôîðìóëå Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî âû÷èñëèòü ïîòîê âåêòîðà
~a ÷åðåç ïîâåðõíîñòü ïèðàìèäû ABCD , åñëè ~a = (−2x, z, x +
y), A(0, 0,−3), B(2, 0, 0), C(0, 0, 0), D(0, 1, 0).
9) Ïî ôîðìóëå Ñòîêñà âû÷èñëèòü öèðêóëÿöèþ âåêòîðà ~a ïî òðåóãîëüíèêó ABC
,åñëè

~a = (x,−z2, y), A(0, 0, 2), B(3, 0, 0), C(0,−1, 0)

16



ÐÃÐ �3 Ãðóïïà �212 Âàðèàíò �33

1) Ïîñòðîèòü íà ïëîñêîñòè Oxy îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ çàäàííîãî èíòåãðàëà:
6∫
0

dx
x−1∫

x2
6 −1

dy

Èçìåíèòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ è âû÷èñëèòü ïëîùàäü îáëàñòè ïðè çàäàííîì
è èçìåíåííîì ïîðÿäêàõ èíòåãðèðîâàíèÿ.
2) Âû÷èñëèòü îáú¼ì òåëà, îãðàíè÷åííîãî äàííûìè ïîâåðõíîñòÿìè :
z = 4− x2 − y2 , x = 0 , y = 0 , z = 0 , x + y = 1
Èçîáðàçèòü íà ÷åðòåæå äàííîå òåëî è îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ.
3) Íàéòè öåíòð òÿæåñòè îäíîðîäíîé ïëîñêîé ïëàñòèíû , îãðàíè÷åííîé
óêàçàííûìè ëèíèÿìè:
x + 3

√
y = 0 , x = 3

√
y , x = 1

4) Íàéòè ìîìåíòû èíåpöèè Jx , Jy äëÿ îäíîpîäíîé ïëîñêîé ïëàñòèíû
(ïëîòíîñòü ð=5) , îãpàíè÷åííîé óêàçàííûìè ëèíèÿìè :
y + x2 = 0 , x + 1 = 0 , y = 0
5) Íàéòè ìàññó òåëà, îãðàíè÷åííîãî ïîâåðõíîñòÿìè x + y = 3, z = x2 + y2,
x = 0, y = 0, z = 0, åñëè ïëîòíîñòü p = y.
6) Â êàæäîé òî÷êå ëèíèè L íà ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó åäèíè÷íîé ìàññû äåéñòâóåò
ñèëà ~F = (P (x, y), Q(x, y)). Âû÷èñëèòü ðàáîòó, ñîâåðøàåìóþ ýòîé ñèëîé ïðè
äâèæåíèè òî÷êè ïî ëèíèè L èç ò.A â ò.B ., åñëè P = sin2 x ; Q = y2 ; L: y = cos x
; A(0, 1),B(π,−1).
7) Íàéòè grad U, div ~a, rot ~a, à òàêæå rot grad U â òî÷êå (1,−1, 3) äëÿ ñêàëÿðíîãî
ïîëÿ U è âåêòîðíîãî ïîëÿ ~a ,åñëè

U = x + ln (z2 + y2), ~a = (ln (x2 + y2),
1
y
, xz)

8) Ïî ôîðìóëå Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî âû÷èñëèòü ïîòîê âåêòîðà
~a ÷åðåç ïîâåðõíîñòü ïèðàìèäû ABCD , åñëè ~a = (x,−x −
2y, y), A(−2, 0, 2), B(0, 0, 2), C(0, 0, 0), D(0,−1, 2).
9) Ïî ôîðìóëå Ñòîêñà âû÷èñëèòü öèðêóëÿöèþ âåêòîðà ~a ïî òðåóãîëüíèêó ABC
,åñëè

~a = (x,−2z2, y), A(0, 0, 0), B(1, 0, 2), C(1,−1, 2)

ÐÃÐ �3 Ãðóïïà �212 Âàðèàíò �34

1) Ïîñòðîèòü íà ïëîñêîñòè Oxy îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ çàäàííîãî èíòåãðàëà:
1∫
0

dx
2−x∫
x

dy

Èçìåíèòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ è âû÷èñëèòü ïëîùàäü îáëàñòè ïðè çàäàííîì
è èçìåíåííîì ïîðÿäêàõ èíòåãðèðîâàíèÿ.
2) Âû÷èñëèòü îáú¼ì òåëà, îãðàíè÷åííîãî äàííûìè ïîâåðõíîñòÿìè :
z = x2 + 3y2 , x = 0 , y = 0 , z = 0 , x + y = 2
Èçîáðàçèòü íà ÷åðòåæå äàííîå òåëî è îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ.
3) Íàéòè öåíòð òÿæåñòè îäíîðîäíîé ïëîñêîé ïëàñòèíû , îãðàíè÷åííîé
óêàçàííûìè ëèíèÿìè:
y = 2x , y + 2x = 0 , y + 2 = 0
4) Íàéòè ìîìåíòû èíåpöèè Jx , Jy äëÿ îäíîpîäíîé ïëîñêîé ïëàñòèíû
(ïëîòíîñòü ð=5) , îãpàíè÷åííîé óêàçàííûìè ëèíèÿìè :
y = x , y = 1 , x = 2
5) Íàéòè ìàññó òåëà, îãðàíè÷åííîãî ïîâåðõíîñòÿìè z2 = x2 + y2, z = 4, åñëè
ïëîòíîñòü p = z.
6) Â êàæäîé òî÷êå ëèíèè L íà ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó åäèíè÷íîé ìàññû äåéñòâóåò
ñèëà ~F = (P (x, y), Q(x, y)). Âû÷èñëèòü ðàáîòó, ñîâåðøàåìóþ ýòîé ñèëîé ïðè
äâèæåíèè òî÷êè ïî ëèíèè L èç ò.A â ò.B ., åñëè P = xy ; Q = y − x ; L: y = x3 ;
A(0, 0),B(1, 1).
7) Íàéòè grad U, div ~a, rot ~a, à òàêæå rot grad U â òî÷êå (−0.5, 0, 0.5) äëÿ
ñêàëÿðíîãî ïîëÿ U è âåêòîðíîãî ïîëÿ ~a ,åñëè

U = ln (1 + x2)− xy
√

z, ~a = (arctg (
x

z
), 2y, z8)

8) Ïî ôîðìóëå Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî âû÷èñëèòü ïîòîê âåêòîðà
~a ÷åðåç ïîâåðõíîñòü ïèðàìèäû ABCD , åñëè ~a = (yz, x − 2y +
z, x), A(0, 0, 1), B(−2, 0, 0), C(0, 0, 0), D(0, 3, 0).
9) Ïî ôîðìóëå Ñòîêñà âû÷èñëèòü öèðêóëÿöèþ âåêòîðà ~a ïî òðåóãîëüíèêó ABC
,åñëè

~a = (xy, x, y2), A(0, 0, 0), B(−2, 0,−1), C(−2, 2,−1)
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ÐÃÐ �3 Ãðóïïà �212 Âàðèàíò �35

1) Ïîñòðîèòü íà ïëîñêîñòè Oxy îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ çàäàííîãî èíòåãðàëà:
1∫
0

dx
1−x∫

−√1−x2

dy

Èçìåíèòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ è âû÷èñëèòü ïëîùàäü îáëàñòè ïðè çàäàííîì
è èçìåíåííîì ïîðÿäêàõ èíòåãðèðîâàíèÿ.
2) Âû÷èñëèòü îáú¼ì òåëà, îãðàíè÷åííîãî äàííûìè ïîâåðõíîñòÿìè :
z = 4− y2 , x = 0 , y = 0 , z = 0 , x = 4− 2y
Èçîáðàçèòü íà ÷åðòåæå äàííîå òåëî è îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ.
3) Íàéòè öåíòð òÿæåñòè îäíîðîäíîé ïëîñêîé ïëàñòèíû , îãðàíè÷åííîé
óêàçàííûìè ëèíèÿìè:
x = y2 , x + y2 = 0 , y + 1 = 0.
4) Íàéòè ìîìåíòû èíåpöèè Jx , Jy äëÿ îäíîpîäíîé ïëîñêîé ïëàñòèíû
(ïëîòíîñòü ð=5) , îãpàíè÷åííîé óêàçàííûìè ëèíèÿìè :
y = x2 , y = 0 , x = 1
5) Íàéòè ìàññó òåëà, îãðàíè÷åííîãî ïîâåðõíîñòÿìè z = x2 + y2 , z = 1 ,åñëè
ïëîòíîñòü p = x2 + y2.
6) Â êàæäîé òî÷êå ëèíèè L íà ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó åäèíè÷íîé ìàññû äåéñòâóåò
ñèëà ~F = (P (x, y), Q(x, y)). Âû÷èñëèòü ðàáîòó, ñîâåðøàåìóþ ýòîé ñèëîé ïðè
äâèæåíèè òî÷êè ïî ëèíèè L èç ò.A â ò.B ., åñëè P = y ; Q = x ; L: ïpÿìàÿ ;
A(4, 0),B(

√
2,
√

2).
7) Íàéòè grad U, div ~a, rot ~a, à òàêæå rot grad U â òî÷êå (3,−1, 1) äëÿ ñêàëÿðíîãî
ïîëÿ U è âåêòîðíîãî ïîëÿ ~a ,åñëè

U = x2 − arctg (y + z), ~a = (x + z, xz + y, xy − 2)

8) Ïî ôîðìóëå Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî âû÷èñëèòü ïîòîê âåêòîðà ~a ÷åðåç
ïîâåðõíîñòü ïèðàìèäû ABCD , åñëè ~a = (2y − 3z, 3x + 2z, x + y +
z), A(0, 0,−2), B(−3, 0, 0), C(0, 2, 0), D(0, 0, 0).
9) Ïî ôîðìóëå Ñòîêñà âû÷èñëèòü öèðêóëÿöèþ âåêòîðà ~a ïî òðåóãîëüíèêó ABC
,åñëè

~a = (7z,−x, yz), A(0, 0, 0), B(−2, 0,−1), C(−2,−2,−1)
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